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1 Aibiy atvaizdziai

Aibes savoka yra pirmair neapibeZziama naudojant kitas savokas. Ja galima tik
paaiskinti sinonimais bei pavyzdziais. Aibe vadinameinpkokiy nors objekty,
sujungty j viena visuma pagal kurj nors pozym|.CiEa praktiSkai apib udinant
aibes, nurodant jy charakteringajj elementy pozymgiduriama su sunkumais,
kurie susije su kalbos nevienareikSmiSkumu. dlatiatematikoje buvo sukurtos
aibiy teorijos aksiomatikos. Jija nenagriesime.

Objektai, kurie sudaro aibe, vadinami agielementaisAibe, neturinti re vie-
no elemento, vadinantasciair Zzymima(. Sutarta, kad tuoji aibé yra kiekvie-
nos ailes poaibis. Jeigu aibe sudaro baigtinis elementi£slsitai aile vadinama
baigtine. Tusioji aibe pagal apibezima yra baigtia. Jeigu aibe sudaro begalinis
elementy skdius, tai ji vadinamdegaline Aibe, kuria sudaro vienas elementas,
vadinamavienelemente

Apibr eZzimas 1.1Sakykime,X, Y yra dvi aibes ir nurodytas desnis (taisykle),
kuris kiekviename: € X priskiria vieninteljy € Y. Tas desnis (taisykle) yra
vadinamas aibesX atvaizdziuaibejeY ir zymimaf: X — Y; f: X > x —
fl)aY;,y=f(x),zeX.

Atvaizdzio sinonimai yra terminai funkcija, operatoriagitiktis, transforma-
cija. Elementag = f(z) yra vadinamas funkcijog reikSme taske, aibe X —
funkcijos f apibréZimo sritim{ZymimeD( f)), aibey — funkcijosf kitimo sritimi,
aibe R(f) :={f(z) € Y: x € X} —funkcijosf reikSmiy sritimi.

JeiAC X,B CY,taiai®

FA) = {f(z) €Y: z € A}
yra vadinama aies A vaizdy o aite
f7U(B) ={z € X: f(z) € B}
— aibes BpirmavaizdziuJeiguB = {y}, tai aite
7 y) = A flz) =y}

yra vadinama elementppirmavaizdziu

Jeiguf(X) =Y, tai atvaizdisf yra vadinamas a#és X siurjekcijaj aibeY
arba ailes X atvaizdziy aibeY'. Vadinasi,f: X — Y yrasiurjekcija, jei visiems
y € Y egzistuojar € X toks, kadf(z) = v.

Jeiguf: X — Y, Vay, 290 € X, 21 # xo turime, kadf(z1) # f(z2), tai
atvaizdisf vadinamas aies X injekcijaaibejeY . Arba, jei visiemsgy € f(X) C
Y egzistuoja vienintelis € X toks, kadf(z) = y.
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Jeiguf: X — Y yrairinjekcija, ir siurjekcija, tai atvaizdig yra vadinamas
bijekcijaarbaabipusiSkai vienareikSmiu atvaizdiizymimaf: X S Y.

Jeiguf: X s Y, tai funkcijaf~!: Y > f(x) — x yra vadinama funkcijos
atvirkstine.

Aisku, jei funkcija f nera bijekcija, tai jai atvirkstia neegzistuoja. 1S tikryju,
jei f nera injekcija, tai kazkokiam elementyic Y gali atitikti keletas elementy
x i$ aibes X, o tai prieStarauja funkcijos apitimui. Jeif nera siurjekcija, tai
aibeje Y bus elementy, kuriem& nera pirmavaizdziy, t.y. Siems elementams
atvirkstine funkcija neapibeZta.

Paveikstlyje (a) pavaizduotas rySysama funkcija. Paveikslyje (b) — funk-
cija, paveikstlyje (c) — siurjekcija, paveikglyje (d) — injekcija, o paskutiniame
— bijekcija.



1 pvz. TarkimeX =Y = Rir f(z) = 3z — 2, z € R. Tadaf yra bijekcija.
Atvirkstine funkcija buse = (y + 2)/3.

2 pvz. Tarkime, kadX = Y = R. Funkcijaf(z) = 22 néra siurjekcija, nes
neigiami skatiai iSY = R nera vaizdai elementy i§ =R, kai f: X — Y.
3 pvz. Tarkime, kadX =Y =Rir

fla) = {2x—1, x <0,

x, x > 0.

Si funkcija rera siurjekcija, nes aés X vaizdas nesutampa su aibet.y. egzis-
tuoja tokiyy € Y, kurie nepriklausg'(X).
4pvz. X ={1,2,3,...}, Y ={2,4,6,...,2n,...}. Kiekvienam ailgs X
elmentuin priskiriame ailesY element&@n. Taigi sukonstravome bijekcija.
5pvz. X =[0,1], Y = [a,b], a < b. Atvaizdisy = a + (b — a)x yra bijekcija,
t.y. abipusiskai vienareikSmis.

Uzduotys

1. Arfunkcijaf: R — R, apibezta lygybef(x) = {3 + ka% z<0, yra
4—z, kaizx >0
injekcija?
r—1, kaizx <1,
2. Tarkime,f: R — R, apibeZta lygybef(z) = { ax + b, kaiz € (1,2),
r+1, kaiz > 2.
Parinkitea ir b taip, kad funkcija b uty bijekcija.
x, kai x € (—00,0),
3. Ar atvaizdisf(z) = { —z?, kaiz € [0,2), yra siurjekcija, in-
r—1, kaiz € [2,+00)
jekcija, bijekcija isR | R?
4. Jrodykite, kad funkcijgf : [1,00) — [0, c0) apibzta lygybef (z) = 2 —1
yra bijekcija.
5. Ar funkcija f: R — R apibezta lygybef(x) = min(z, 2?) yra siurjekci-
ja?
6. |rodykite, kad funkcijaf : R — R apibezta lygybef(z) = 2° + x + 1 yra
injekcija.
7. Ar atvaizdisf(z) = z + (—1)1*l yra bijekcija i8Z | Z? CiaZ yra sveikyjy
skatiy aibe.
8. Pazynekime lyginiy skatiy poaibj iSZ raidelL. Sukonstruokite bijekcija
iSLjN.



9. Sukonstruokite bent viena bijekcija tdfp1) ir [0, co).

10. Ar funkcija
x, HS Q?
Jx) = {—x, x € R\Q

yra bijekcija?CiaQ yra racionaliyjy skaiiy aibe. )
11. Sukonstruokite bijekcija i® N [a,b] | Q N [¢,d]. Ciaa < b, ¢ < d, Q —
racionaliyju skatiy aike.

2 Ekvivalancios aibes

Pameginsime rasti b udus @ims palyginti pagal ju elementy gausuma.

Jei turime dvi baigtines aibed ir B, tai nustatyti, kurioje i$ jy daugiau ele-
menty, galime Sitaip. Susl@iiokime ailes A elementus, t.y. kiekvienam aib A
elementui priskirkime i$ edls po viena nat uralyjj skai. Ta patj padarykime ir
su ailes B elementais. Palygine vienos ir kitos agelementy skaiy, gaksime
pasakyti, kuri i$ aibiy turi daugiau elementy, o gal ali jy po lygiai. Paste-
besime, kad tvarka, kuria sk@ilosime elementus, visai nesvarbuCiga galime
palyginti abiejy aibiy elementuy sk@iis ir neskatiuodami ju elementy. Tuo tiks-
lu pakanka kiekvienam a@s A elementui priskirti lygiai viena ais B elementa.
Jei liks ailes A elementy, tai joje yra daugiau elementy, nege@l. Pagaliau,
jei neliks nei vieno aibs A ir nei vieno ailes B elemento, tai abi a#s turi vieno-
da elementy skéiy. Pastaruoju atveju tarp abiejy aibiy bus nustatptpusiskai
vienareikSne atitinkamyle, t.y. bijekcija. Kokia tvarka priskiriame vienos ai-
bés elementus kitos adls elementams, — mums vistiek, svarbu tik, kad egzistuoty
abipusisSkai vienareikSenatitinkamy/e.

Nagrirekime begalines aibes. Kaip jas palyginti? Mes negalimbetaapie
ju elementy sk&iy, kaip baigtiniy aibiy atveju. Kiekybine bet kokiobas cha-
rakteristika, kuri apibendrina a@ls elementy skéiaus savoka, yra adts galia.

Apibr eZzimas 2.1Dvi aibes vadinamoskvivalenciomisarba vienodos galios, jei
tarp ju galima nustatyti abipusiskai vienareikSme &titi Aibiy ekvivalentuma
zymesimel ~ B.

Taigi, ju palyginimui, kaip ir baigtiniy aibiy atveju,gkanka sukonstruoti bi-
jekcija.

Dvi baigtines ailes yra ekvivale@ios tada ir tik tada, kai jos turi ta patj ele-
menty skasiy. Kiekvienai aibei priskiriame simbolj, kurj vadimse aikes kar-
dinaliniu ska€iumi arba galia. Baigties ailes A galia laikysime jos elementy
skatiy N, ir raSomecard A = N,. TuXia aite () turi galia lygia nuliui, t.y.
card ) = 0.



Nusakant abiejy aibiy ekvivalentuma, pakanka nurduolstit viena abipusiskai
vienareikSme atitiktj tarp Siy aibiuy.

Pvz. Raskime bijekcija tarp aibi ir N.

Funkcija

2241, kaiz>0,
f1<z>:{”’ : .ez

2|z|, kaiz < 0,

(t.y. neneigiamam skaiui z > 0, z € Z, priskiriame nelyginj nat uralyjj skai
2z + 1, 0 neigiamam sk&iui z < 0, z € Z, — lyginj nat uralyjj sk&iy) yra
bijekcija tarp aibiyZ ir N.
Funkcija
n

foln) = H (-1)",  neN.
irgi yra bijekcija tarp aibiuN ir Z. U

IS ekvivalentumo apit@Zimo betarpiSkai iSplaukia tokios ekvivalentumo sa-
vybes:

1) A ~ A (refleksyvumas);

2) jeiguA ~ B, tai B ~ A;

3)jeiguA ~ B, B~ (C,talA~ C.

Uzduotys

1. [rodykite, kad aibsR ir (a, b) yra ekvivaleios.
2. [rodykite, kad aibs[r, 37) ir [3, c0) yra ekvivalergios.
3. [rodykite, kad aibs[37, c0) ir [0, 7) yra ekvivalegios.

3 SkaiCios aibes

Tarp begaliniy aibiy savo paprastumu iSsiskiria naiijgaskaiCiy aibe. Aibes,
ekvivalertios nat uraliyjy skéiy aibei, yra vadinamaoskaiCiomisaibemis. Visos
kitos begalires ailes vadinamos neskabmis.

Aibe yra skaiti, jei jos elementus galima sunumeruoti naiaisalis skatiais,
naudojant visus tokius skaus, taip, kad skirtingi elementai &ty skirtingus nu-
merius.

1 pvz. Imkime Z. Sveikyjy skaiiy ailke yra skaiti, nes a#s Z ir N yra
ekvivalertios, nors irZ > N. Lyginiy skatiy aibe {2,4,6,8,...} yra skaiti,
nes tarp aibiyf2,4,6,8, ...} ir N galima sukonstruoti bijekcija < 2n, nors ir
{2,4,...,2n,...} CN. O

Priminsime, kad jei dvi aiks yra ekvivale@ios, tai sakoma, kad jos yrae-
nodos galios Nat uraliyjy skdiy aibes galia arba kardinalinj sk&y zymesime
card N. Taigicard Z = card{2,4,...,2n,...} = cardN.
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Galima jrodyti, kad nat uraliyju skai aibesN galia yra maziausia tarp visu
begaliniy aibiy galiy.

Teorema 3.1 1S kiekvienos begalines aibées galima iSskirti skaitaipp

l[rodymas. Sakykime, turime begaling aibgé Imkime kurj nors jos elementa
a;. Kadangi aile begali®, tai aile A — {a;} bus taip begalia ir i$ jos galima
iSskirti elementa,. Aibe A — {a;, as} — taip pat begalia. 15 jos galime iSskirti
elementau;. Si procesa gakime testi neapibZtai ilgai. Gausime elementy seka
ai,as, ..., an,,...Kuri sudarys aibs A poaibj.

Teorema 3.2 Kiekvienos skaicCios aibées poaibis yra baigtinis arbaisia

l[rodymas. Sakykime,A — skaiti ail®e, B — jos poaibis. Sunumeruosinkele-
mentus nat uraliaisiais sk&iis: a1, as, as, . ... Perzvelgsime dabar i$ ed visus
Siuos elementus ir iSrinksime i$ jy &b B elementus, i&stydami juos ta tvarka,
kuria jie pasitaikys tarp a#s A elementya,,, , a,,, a,,, . . . Gausis arba baigten
aibe arba begalia seka. Pastaruoju atveju ésime, kadB yra skaiti.

ISvada 3.1 Jei iS skaiCios aibes atimsime baigting aibe, tai skinas bus skaiti
aibe.

[rodymas. Sakykime,A — skaiti, B — baigtire aike. Jei skirtumasA — B
buty baigtig aite, tai aile (A — B) + B buty baigtig, o to negali b uti, nes
A C (A— B)+ B. Tuo budud — B yra begali® aile. T&€iauA — B C A, todel
pagal 3.2 teorema ji yra skaiti.

Teorema 3.3 SkaiCiy aibiy skaiti suma yra skaiti.

l[rodymas. Sakysime turime skéia sistema aibild;, A,, ... Aibes ir jy ele-
mentus uzraSykime tokiu b udu

A = {Cln, 12,013, d14 - - }
Ay = {CL21, 22, A23, A24 - - }
Az = {CL31, a32, 433, 434 - . } )
Ay = {Cl41, (42, (43, Q44 . . }

Teoremos jrodymui pakanka rasti b uda, kaip paraSytissplvidalu visus Siuos
elementus, i$ pasikartojéig imant tik po viena elementa. Tai galima atlikti Sggai

aii, 21, A12, as1, 22, @13, G441, A32, A23, A14, . . .



PradZioje imame elementus, kuriy abiejy indeksy suraayipo to tuos, kuriy
indeksy suma yra 3, toliau — suma 4, suma — 5 ir t.t. IS pasijaciy elementy
imsime tik po viena elementa. Tuo b udu iSsemsime visiy &isus skirtingus
elementus, t.y. ty aibiy suma. Gausime begaling seés ja jeis, pavyzdziui,
visi aibes A; elementai. Taigi suma yra skaiti @b

B udas, kuriuo sunumeravome aibiy sumos elemenéua, vienintelis. Ga-
lejome juos numeruoti, skysime, ir Sitaip:

a1, a1, @22, A12, A31, @32, 433, A23, @13, - - - ;

aii, @12, @21, A13, A22, 431, A14, A23, A32, A41, - - -
Teorema 3.4 Visu racionaliyjy skaiCiy aibe yra skaiti.

[rodymas. Sakykime vk € N

k k k
B, = {1’5’5"”}'
TadaE, ~ Niris 3.3 teoremos iSplaukia, kag® , £, ~ N. Taigi visy teigiamuy
racionaliyjy skatiy aile yra skaiti.
Analogiskai, visy neigiamyjy racionaliyju skaj aibe yra ekvivalenti aibeN.
Taigi aibe Q yra skaiti. [

Dviejy aibiy A ir B saundaugaradiname visuma dvejetig, b), Ciaa yra bet
kuris aikes A elementas, @ — bet kuris ailes B elementas, ir Zymimel x B.
DaZnai taip apib#Zta aibiy sandauga vadinama Dekarto sandauga.

2pvz. A= {a,b,c}, B={c,d},tai

A x B ={(a,c),(a,d),(b,c),(bd),(cc),(c,d)}.

Jei aile A turi m, o B —n elementy, tai, aiSkud x B turim -n elementy. O
Bendru atveju saundagax B nera komutatyvi, t.yA x B # B x A.
3pvz. E=[1,2], F=[3,4],taiE x F # F X E. O

JeiA;, A,, ..., A, —betkokios aibs, tai jy sandaugd; x A; x ... x A, =
k)_(lAn vadiname visuma elementy, as, ..., a,), Kuray, as, . . ., a, nepriklau-

somai vienas nuo kito peglga atitinkamai visus aibid,, A,, ..., A, elementus.
Analogiskai, aibiy sekod, A5, ..., A,,...sandaugal; x A; x ... x A, X... =

(o]
leAn vadiname aibe visy seky, as, . .., a,,...), Kuray, as, ..., a,,...nepri-

klausomai vienas kito peéga atitinkamai visus aibid;, A, ..., A,,...elemen-
tus. Paprastai sandaugax A, A x A x Airt.t. Zymi A%, A% irt.t.



Teorema 3.5 Baigtinio skaiCiaus skaiCiy aibiy sandauga yra skaiti

Irodymas. Sia teorema jrodysime tik dviejy aibiy atveju. Benditveju jos
jrodyma galima rasti [2] knygoje. Nag@kime dvi aibesA = {a;,...,a,,...}Ir
B ={by,...,b,,...}. Pagal apib#Zima ju sandauga yra sudaryta i$ visy galimy
dvejetu(xy, z2), kur z; pertega visus aibs A elementus, a:, — visus ailes B

elementus. Teisinga lygg x B = Ej {(a1,by), (a2, b,), (as, by,),...}. Kadan-
1

gi aibes{(ay,b,), (as,b,), (as, b,), ...} yra ska€ios, tai ir ju suma yra skaiti. Tai
seka iS 3.3 teoremos.

4 pvz. R" tadky aile {(zq,xo,...,2,)}, kuriy koordinaés yra racionalieji
skatiai, yra skaiti.

Uzduotys

1. [rodykite, kad aib {e": n € N} yra skaiti.

2. Jrodykite, kad visy plokStumos apskritimy, kuriynteai turi racionaliasias
koordinates ir kuriy spinduliai yra racionalieji sk&ii, aile yra skaiti.

3. Raskite aibs galia, jei ji sudaryta i$ visy baigtiniy deSimtaitiypmenu.

4. Raskite funkcijos: — [z] trukio tasky aiks galia.Cia [z] — sveikojiz dalis,
t.y. [z] yra didZiausias sveikasis skais, nevirSijantis:.

5. [rodykite, kad aib tiees intervaly, kurie kas du neturi bendry tasky, yra
baigtire arba skaiti.

6. Sakykime, kad nagre@jame tolydzias iS de&s ir turirCias ribas i$ kags
monotonines funkcijas apieztasR. |rodykite, kad tokiy monotoniniy funkciju
tr ukio tasSky aib yra baigti®e arba skaiti.

4 Kontinuumo galios aibes
Gali susidaryti jsp udis, kad visos begabnailes yra skdiios. T&iau taip rera.
Lema 4.1 (|détyjy intervaly lemajei([a,, b,]) uZdaryjy intervaly seka iz, , b] O
[az, ba] D [as, bs] D ..., tai egzistuoja realusis skaicius, priklausantis visseim-
tervalams(a,,, b,].

[rodysime, kad intervala, 1], taigi juo labiau ir platesmaile R yra neskai-
Cios ailes. Kadangi racionaliyjy skiiy aibe Q yra skaiti, tai reiks, kad) galia
yra mazesa uzZR galia ir net uz intervaldo, 1] galia, t.y. kad racionaliyjy skéiy

yra ,, daug maziau” negu realiyjy skai.

Teorema 4.1 Intervalas|0, 1] yra neskaiti aibeé.
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l[rodymas. Tarkime prieSingai teoremos teiginiui, kéd 1] — skaiti aike. Tada
visus ailes [0, 1] elementus galima paraSyti sekos pavidajuz,, . .. Padalinki-
me intervalg0, 1] j tris vienodo ilgio intervalug0, ], [5, 2], [3,1]. Né vienas
realusis skaiius negali priklausyti visiems trims intervalams, éba, nepriklau-
so bent vienam i$ Siy intervaly. Pazgkimel[a,, by] ta i$ intervaly(0, 1], [%, 2],
[2,1], kuriam nepriklausa:;. Intervalala;, b;] vél dalykime tokiu pat budu | tris
dalis ir pazynekime [a, b, ta dalj, kuriai nepriklausa,. Jei jau iSrinkti inter-
valai [a;,b1] D -+ D [an,by] ir zx ¢ [ag, bi] SU visaisk < n, tai, dalydami
intervalala,, b,| | tris lygias dalis, el galime pazyrati [a,1, b,1] ta dalinj in-
tervala, kuriam nepriklause, ;. Taigi jrodeme, kad galime sukonstruoti mono-
toniSkai magjartia intervaly sekaa;, b;] O [a2,b2] D - -, turinCia savybe, kad
z, ¢ [an,by]. Pagal j@ty intervaly lema egzistuoja realusis $has c, priklau-
santis visiems Siems intervalams ir juo labiau intervélui]. Bet jis nesutampa
né su vienu sekas;, z,, . . . nariu, nes, jei jis b uty lygus kuriam nors sekos nariui,
sakykimez,, tai negakty priklausyti intervalujay, b|. Gauta prieStara jrodo, kad
aibé [0, 1] negali b uti skaiti. [

Jeia < b, tai funkcijap(z) = a + x(b — a) yra bijekcijal0, 1] — [a, b], t.y.
[a,b] ~ [0,1], todelir [a, b] yra neskaiti aib. Aibés, ekvivaletios intervalui0, 1],
yra vadinamogontinuumo galiosiibemis, arba tiesiog kontinuumais

Teorema 4.2 Jei prie begalines neskaicios aibégpridesime baigting arba skaicCia
aibe B, tai gautoji aibe bus ekvivalenti aibei, t.y. A + B ~ A.

Teorema 4.3 Jei iS begalines neskaicCios aibdsatimsime baigtine arba skaiCia
aibe B, tai gautoji aibeA — B bus ekvivalenti aibed.

Pvz. 1) IS 4.3 teoremos iSplaukia, kdd, 1) ~ [0,1]. (Per pratybas buvo
sukonstruota bijekcija, kuri aib@, 1) atvaizduoja  aibg0, 1]). Aibe R turi kon-
tinuumo galia, nes, pvz., funkcij(x) = In == yra bijekcija tarp(0, 1) ir R.

2) Visy tolydZiy funkcijy, apibezty interval€0, 1], aibé turi kontinuumo galia.

3) Iracionaliyjy skaiiy aibe iSR turi kontinuumo galia (Zi ur. 4.3 teorema).
O

Egzistuoja ne tik sk&ios galios, kontinuumo galios aib, bet ir dideses ga-
lios aibes. Egzistuoja kiek norima dideli kardinaliniai s&iaii.

Pvz. 1) Visy realiyjy funkcijy, apibezty intervalg0, 1], aibe turi galia didesne
nei kontinuumas.

2) Visy alesR poaibiy ailes galia yra dides) nei kontinuumas.
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5 Aibiy sistemos

Tarkime aile S yra aibiy sistema. AV yra vadinama aibiy sistemasenety
jei V e Sir kiekviena sistemos$ aibe yral” poaibis.
Pvz.S = {{1,2},{7},{1,2,7,9}}, V = {1,2,7,9}

Apibr ezimas 5.1NetusScia aibiy sistema vadinama aibiy algebra, jei
1) sistemai priklauso vienetas,
2)AABeA=AUBe A ANBE A,
3JAc A= Ac A

2) salygoje pakanka reikalauti, kad ardaJ B € A, arbaA N B € A, nes
AUB=(ANB),AnB=(AUB).

Pvz. 1. Bet kurios aibs visu poaibiy sistema yra algebra.

2. A= {0, A}, Cia A # (0, yra algebra.

3. Nagrirekime aibiy sistemg = {{1, 2}, {4}, {1,2,3,4,5}}. Ji nera algeb-
ra. Visada Sia aibiy sistema galime papildytiaitis iki ji taps algebra. Stai keli
pildiniai:

A = {0,{1,2,3,4,5},{1,2},{3,4,5},{4},{1,2,3,5},{1,2,4},{3,5} },

A = {@,{1,2,3,4,5},{1},{2,3,4,5},{1,2},{3,4,5},{4},{1,2,3,5},{1,2,4},
{3,5},{1,4},{2,3,5},{1,3,4,5},{2},{1,3,5},{2,4} },

F = {visigalimiaites{1,2,3,4,5} poaibiai}. O

NetuZia aibiy sistemaF vadinamaaibiy-algebra jei ji yra algebra ir, jei
A, e FoneNtaily,~, A, € Farba_, A, € F.

Tarkime,V yra aibiy sistemo$ vienetas.S visada galima papildyti naujomis
aibemis —V poaibiais, kad ji virstw-algebra. Pakanka ta sistema papildyti iki
visy aitesV poaibiy sistemos. Taau kartais galima elgtis ekonomiskiau — imti
maziau papildomy aibiy. Tarp visgralgebry, kurioms priklauso sistemgsai-
bes, yra pati negausiausidS), kuri vadinamar-algebra, generuota sistem8s
arba maZiausia-algebra, kuriai priklaus&. Visada egzistuoja vieninteltokia
o-algebra, t.y.o-algebra turinti savybes: & C o(S) ; b) jei S priklauso kuriai
nors ailesV poaibiy sistemos-algebraiA, taiir o(S) C A.

Auk&Ciau pateiktame pavyzdyje mes pagihde aibiy sistem& iki algebros.
Maziausia algebra, generuota aibiy sister§oyra algebrad, kuria Zynmesime
a(S).

Uzduotys

1. Sukonstruokite maziausias algebras generuotas agtes)S = {{1},
{1,2,3,4}}ir G ={{1,3},{1,2,3,4}}. Ar jos sutampa?
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2. Ar aibiy sistem&[2, 5], (1,4), 0} yra algebra? Jei ji&ra algebra, tai Sia
aibiy sistema papildyti admis taip, kad ji b uty algebra.

6 Borelioo-algebra

Nagrirekime intervala(0, 1]. Pazynekime aibiy i5(0, 1], sudaryty iS baigtinio
skatiaus nesikertaiiy intervaly(a, b] junginiy, sistema raidet, t.y.

A€ A jei A= (anb] ir (a,b]n (abe] =0, jeii# k.

i=1

Tarkime, kad) € A. Parodysime, kadl yra algebra.

Sakykime,A = (ay,b;] U --- U (ay, b,] yra nagrirejamo pavidalo aib, t.y.
A€ A. Tuometd = (0, a;] U (b1, ag] U - U (b1, an] U (by, 1] ir jis priklauso.A
(kai kurie i$ Siy intervaly gali b uti tas ailes, jeib; sutaps sw;, ;). Sakykime,
B e Air B = (c1,d1]U- - -U(cm, dn). TadaANB = Ui UTL {(as, bi] N (cj, dyl
Kiekviena sankirta yra intervalas (jo pavidalas |) arba tusia aike. Gauname
sajungas nesikertany intervaly. To@él AN B € A. Taigi A yra algebra.

Sitaip apibezta aibiy sistemaénac-algebra, nes ganus aibiy sekal, =
(0,1 — 1] € Agausime, kad2 4, = (0,1) ¢ A.

PazynekimeB((0,1]) = o(A), t.y. B((0,1]) yra maziausiar-algebra gene-
ruota aibiy sistemosl. Sic-algebra vadinama intervalo, 1] Borelio o-algebra,
0 jos ailes —Borelio aibemis.

AnalogiSkai galima apil@Zti algebraA visoje skatiy tieeje R ir jai atitin-
karCia Borelio o-algebra3(R).

Pastebsime, kad

[a,b] = é(a—%,b},a<b,
{a} = ﬁ(a—l,a}

Taigi, Borelioo-algebraiB(R) priklauso ne tik intervalafa, b], bet ir vientaSks
aibés{a}, beiintervalai(a, b), [a, ], [a,]), (—00, ], (—00, ), (a, o0).

Tarkimea < b. Intervalo[a,b] Borelio aibiy visuma zyrasime([a,b]) =
{ANJa,b]: AeBR)}.
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7 Funkcijos be antros r uSies tr ukiy

Klasikineje matematigje analieje pagrindinj vaidmenj vaidina tolydzios funk-
cijos. Ju klag yra uzdara paprémusiy aritmetiniy operacijy atzvilgiu: dvieju
tolydziy funkciju suma, skirtumas, sandauga ir dalmeot{jri prasme) yra toly-
dZios funkcijos. Taiau taip rera, kai nagriegjame pagrindine matemadis anali-
Zes operacija — pejima prie ribos. Ne visada tolydziy funkcijy sekos rip ji
egzistuoja, yra tolydi funkcija

Pvz. Tolydziy funkcijuy

1—nr, kal0<zx
Jnl@) = {0, kai L <z

sekos riba, kai — oo, yra tr uki funkcija

1, kaiz =0,
J(@) = {O, kai0 < z < 1.

Tam, kad ribire funkcija b uty tolydi, reikia papildomy salygy.

Apibr éZimas 7.1Sakoma, kad seka funkcijiy(z) j funkcija f(z) konverguoja
tolygiai intervalela, b, jei kiekvienas > 0 atitinka toks numerisV(¢), kad visi
x € |a,b], kain > N, tenkina nelygybe

[fulz) — f(z)] <e. (1)

Teorema 7.1 Jei visi funkcijy sekos nariai yra tolydZios intervade | funkcijos
ir ta seka konverguoja tolygidi, b], tai ir jos sekos ribiné funkcija tolydu, b].

AnksCiau nagritame pavyzdyje funkcijy seka konverguoja j tr ukigngb
funkcija, nes tos sekos konvergavimas intenale | néra tolygus. |rodysime
tai. Tuo tikslu imkime intervalujo, 1] priklausaiiy taskyz,, = ﬁ n € N, seka.
Kadangif,(z,) = 1 ir f(z,) = 0, tai bet kokiamn € N

fultn) = Fl)] = 5.

t.y. kaie < % visi intervalo|0, 1] taSkaiz kartu negali tenkinti (1) nelygyds, kad
ir koks b utun.

Apibr éZimas 7.2Funkcija¢: [a,b] — R vadinama laiptine funkcija, jei inter-
vala [a, b] galima taip suskaidyti | baigtinj skaiCiy intervally, ¥ = 1,2,...,m,
U, I, = [a,b], kad kiekviename intervalg, funkcija ¢ b uty pastovit.y. 3
g €ERE=1,2...,m: ¢(x) =, kaix € I}).
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Pastaba 7.1VientaSke aibéc} laikoma uZdaruoju intervalir, c|.

Teiginys 7.1 Sakykimef € C([a, b]). Apibrézkime laiptiniy funkciju sekip,, }
lygybémis

(2)

b () = f (@), kaixe[x27x2+1)>kﬁ:O,l,?,...,n—l’
" f(b), kaix=a"=0,

ap s +a+ %%k k =0,1,2,...,n. Tada seka{¢,} konverguoja jf tolygiai
intervale[a, b].

1
I
|
'
|
|
|

| | !
L

a=xj x} xp xhg x;‘,l=b x
l[rodymas. Laisvai pasirenkame > 0. Kadangif yra tolygiai tolydi intervale
[a, b] (Kantoro teorema), tai atsiras toks> 0, kad

|f(z) = f(y)l <e, Kkailr—y|<d, z,y € [a,b].

Pame tokjiN € N, kad b‘T“ < §, gauname, kad su visais € [a,b] turime

|pn(z) — f(2)| < €, kain > N. IS tikryjy, jein > N, tai bet kokiam taskui
x € [a,b) paimkime intervalga, x}_ ), kuriam jis priklauso. Tadar; — x| < 6,

ir todel |p,(z) — f(z)| = |f(a}) — f(x)] < e. O taSkex = b visada turime
¢n(b) — f(b) = 0 < e. TaireiSkia, kadp,, = f intervale[a, b] (N pasirinkimas
priklauso tik nuos > 0 ir nepriklauso nua € [a, b)).

Pastaba 7.21S teoremos jrodymo nesunku matyti, kad tolygus konvergessy,, —
f intervalela, b] iSliks, jei
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a) vietoje taskyry : +a + =2k, suskaidantiy intervalda, b]  n vienodo
ilgio *"Ta intervaly [z}, 2}, ], K = 0,1,2,...,n — 1, imsime bet kokius taskus
a=x5 <af <---<axp =bn eN,tenkinancius salyga

02X |z — x| — 0, kain — 0;

b) laiptines funkcijoss,, reikSmes apibreSime ne funkcijgseikSmemis kai-
riuosiuose atitinkamo skaidinio intervaly}, =7, ,] galuose, o bet kokiuose ty
intervaly taskuosg; € [z}, 2} ,], t.y. imsime

¢ ([L’): f<§l?>’ kaixe[x27$2+1)7 /{320,1,2,...,71,—1,
" f(b), kaiz=a"="0,

Teorema 7.2 1) Bet kokiai funkcijaif € D(]a, b]), t.y. belI ruSies tr ukiy, egzis-
tuoja laiptiniy funkcijy sekd ¢,,} konverguojanti jf tolygiai intervale|a, b].

2) Kiekvienos funkcijog € D([a,b]) trukio tasky aibé yra baigtiné arba
skaiti.

3) Kiekviena funkcijaf € D([a, b]) yra aprézta.

Sios teoremos jrodyma galima perskaityti knygoje [4].

8 Mati funkcija

Apibr éZimas 8.1Pora (E, A), sudaryta iS aibéd’ ir jos poaibiyo-algebrosA,
vadinama maciaja erdve. AibesiBvadinamos maciosiomis aibes (arba, tiksliau,
— A-maciosiomis aibéemis).

Apibr éZimas 8.2Sakysime(E}, A;) ir (Es, As) — macios erdves. Sakoma, kad
atvaizdisf: F, — F, yra matus (arba, tiksliauA,/A,-matus), jeif 1 (B) =
{rx € Fy: f(x) € B € Ay} € A suvisomisB € As.

Nagrirekime realigja funkcijg: (£, A) — (R, B(R)).

Teorema 8.1 Reali funkcijaf(z) yra mati tada ir tik tada kai visiems € R
aibe{z: f(z) < ctyramatity {x € E: f(z) <c} ={zr € E: f(x) €
(—o0,0)} € A.

Pvz. 1. rodysime, kad funkcijg (z) = 2? yra B(R)-mati.
SprendimasPakanka pastéii, kad

, jeic <0,

. —e<z <y}, jeic>0
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Abi aibes priklausa3(R). Todel funkcija f(z) = x? yra B(R)-mati.
2. |rodysime, kad funkcijg (z) = [z], apib@Zta intervalé—3, 2], yraB([—3, 2|)-
mati.

Sprendimas
(0, jeic < =3,
[-3,-2), jei =3 <c< -2,
{z: [z] <} = [—3,—1), jei —2<ec<—1,

Nagrirejamoji aite {z: [z] < ¢} yra arba tu€ia aite, arba intervalas (pusiau
uzdaras arba uzdaras). Tokio tipoé&shyra Borelio aibs. To@l funkcija f(z) =
[z], apib®Zta intervalé—3, 2], yraB([—3, 2])-mati. O

Teorema 8.2 Jei funkcija f(x) yra mati, tai visiems realiesiemsir bet kokiam
skaiCiy tieses intervalui aibes

{z: f(z) <a}, Aw: @) >a}, {z: f(2) = a}, {o: f(2)=a},
{z: flx) € I}

yra macios.

[rodymas. Jrodymas seka is lygybiu

[e.e]

(z: f(z)<a} = ﬂ{x: f(m)<a+%},

(o fe)>a} = (o7 F@) <al.
o f@)>a) = To f@) <al.

{x: aéf(x)<a+%} = {x: f(x)}a}ﬂ{x: f(:)s)<a+%},

{z: f(x)=a} = ﬁ{x aéf(x)<a+%}. O

n=1

Teorema 8.3 Jei funkcijaf(z) yra mati, tai macios ir funkcijos) f(x) + a, Cia

a = const; 2) af(z); 3) | f(x)]; 4) [*(2): 5) 7355 . I€i f(x) # 0.

[rodymas.

D{z: f(x)+a<c}=A{z: f(zr)<c—a}.
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2) Jeia = 0, tai

E, kaic>0,
{z: af(x)<c}:{®’ kai ¢ < 0.
Jeia # 0, tai
{ f {er fg; E}, kaiCL>O,
rea { c B fg; E}, kaia < 0.
3)
. o, jeic <0,
{.CL’- ‘f(x)‘<c}—{{l’ _a<f<x)<a}7 je|C>0
4)
L o, jeic <0,
{z: f (f)<c}_{{x: |f(z)| <+/c}, jeie>0.
5)
. {z: f(z) <0}, jeic=0,
(o 5o <o = o F@) <0} Ues ) > 2 Jeic>0,
{z: 1< f(z) <0}, jeic<O.

Teorema 8.4 Jei funkcijosf ir g yra macios, tai aib&z: g(x) < f(z)} yra
mati.

l[rodymas. Jei kuriam nors: turimeg(x) < f(x), tai galime rasti tokj racionalyjj
skatiy r, kadg(z) < r < f(z). Tuomet

{w: g(o) < fl@)} = Ufo: g(2) <ri < fl@)}

Cia{r,} — visi racional us skéai.

Teorema 8.5 Jei funkcijosf (z) ir g(z) yra macios ir| f(x)| < oo, |g(z)| < oo,
tai magios ir funkcijosf(x) — g(z), f(x) + g(x), f(x) - g(x), L5, jei tik jos
apibreztost.
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l[rodymas. Kadangig(z) + a yra mati funkcija, tafz: f(z) — g(z) < a} =
{z: f(z) < g(x)+a} yramati (remiargs 8.4 teorema). IS lyg@s f(z)+g(z) =
f(x)—(—1)g(x) seka, kadf (z) + g(z) yra mati funkcija (remiaras 8.3 teoremos
2) teiginiu ir ka tik jrodytu tvirtinimu).

Tada funkcijosf (z) - g(x) matumas seka i$ lyggs

f(z)-g(z) = ;11 [(f(z) + g(x))* = (f(z) — g(2))"]

(remianes 8.3 teorema ir pries tai jrodytu teiginiu).
Funkcijos% matumas seka i$ 8.3 teoremos ir ka tik jrodyto tvirtinimes

f(z) 1

= x)  —— .

@ T
Teorema 8.6 Jei{ f,, } yra maciyju funkcijy seka, taip,, f.(z), inf,, f,.(x), lim,, f.(z)
ir lim,, f,,(z) —maciosios funkcijos.

l[rodymas. Teisinga lygyle

{w: inf fu(z) <c} = J{z: fule) <ct €A, ceR

IS tikryjy, jei kuriame nors taske, turimeinf,, f,(xy) < ¢, tai bent vienas i
skatiy f,,(x¢), n € N, yramazesnis uz, ir atvirkiai, jei bent vienag,, (zo) < ¢,
taiinf,, f,(zo) < c. Todelinf, f,(z) yra m&ioji funkcija.
Kadangisup,, f.(x) = —inf, (- f.(x)), taiir sup,, f,(z) yra m&ioji funkcija.
Kadangilim,, f,,(x) = inf, sup,,>,, fm(z) irlim, f,(z) = sup, inf,,>, fin(2),
tai jos taip pat méos funkcijos.

Teorema 8.7 Jei maciu funkcijy sekd f,,(z)} konverguoja | funkcijaf(x) =
lim,, f,,(x), tai ribiné funkcijaf(z) yra mati.

Apibr éZimas 8.3Realia paprastaja funkcija erdvéejg, .A) vadiname baigtine

realia macia funcija, jgyjancia tik baigtinj skilngy reikSmiy skaiciuy.

Paprastoji, tai laiptias funkcijos apibendrinimas (pak&ibe[a,b] | E). Jei
paprastoji funkcijg jgyjareikSmesy, . . ., y, ir visos yra skirtingos, tai pazyejpe

Ay = [Hu) = {z: (=) =y} € A, gaunamef(z) = D70 yela, (o),
x € E. Cialy, yra aites A, indikatorius, t.y.

1 ( ) 1, jel x € Ag,
) =
A 0, jei x¢ A,
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Jeif: (F,A) — (R, B(R)), tai jau Zinome ka reiSkia, kafl yra mati. Bet jei
turime funkcijy seka, tai pereinant prie ribos galime tdunkcija, kuri jgyja
reikSmesR = [—oo, +00]. Ka galima pasakyti apie jy matuma?

1 pvz. Nagrinekime seka

falz) =

1 .
kail+ 5 <z <2

Jr—1"

Aisku, kad ji konverguoja | funkcija

00, kaixz =1,
fay={ 1 .
, kail <z <2.
vao—1 ’

Jeixy € (1,2], tai f,(x9) = f(z0), kain pakankamai didelis. Jei = 1, tai
f(1) = 00, 0 f,,(1) = n. Vadinasilim,, ., f,(1) = f(1).

{n, kail <z <1+ %,

Apibr €Zimas 8.4 Tarkime (E, A) yra mati erdve irf: E — R = [—o0, +-00].
Funkcija f yra mati jei kiekvienana € R aibé{z: f(x) <c} € A.

Teorema 8.8 Funkcija f: E — R yra mati tada ir tik tada, kai egzistuoja pa-
prastyju funkciju sekd f,,, n € N}, konverguojanti jf visuose taSkuosee€ E.

l[rodymas. B utinumasSakykime,f yra m&ioji funkcija. Kadangif yra dvie-
ju neneigiamy méyjy funkcijy skirtumasf* — f—, €ia f*(x) = max{f(z), 0},
[~ = max(—f(x),0}, f£ > 0, tai pakanka iSnagreti atwejj, kai funkcija f yra
neneigiama.

Pazymekime

n-2" .

) =Sl < @) < 1) 2 0y,

i=1

Kitaip sakant

Kiekviena funkcijaf, (z) yra paprastoji neneigiama funkcija. Lengva suvokti,
kad seka{ f,.(x)} yra nemagjanti. IS tikryjy, sakykimen — bet kuris sveikas
teigiamas skaicius ity — bet kurisk taskas. Jei

kE—1 k
on <f(fo)<2—n>

20



tai f,(zo) = L. Galimi du atvejai:

2k — 2 2k — 1 2k — 1 2k
W < f(l’()) < W al’ba W < f(l’()) < 2n+1 .

Pirmuoju atveju
2k — 2
Far1(20) = < = fal2o)

antruoju
2k—1 2k —2
frr1(z0) = ontl > ontl fn(o)

Sakykime dabar, kad(z,) > n, tadaf,(zo) = n. Jein < f(zg) <n+ 1, tai
patenkinta kuri nors i$ nelygybiy

[—-1 l
2n+1 o f( ) 2n+1

(I=2"""n4+1,.... 27 (n+1))

[—1
fn+1($0) ontl Zn= fn(‘rO)-
Jei f(xo) = n+ 1, tai f,41(z9) = n+ 1. Tuo b'udu, visais atvejafs(zy) <

fat1(20).
Be to, sekd f,,(z)} tenkina nelygybes

fx) =27" < fulz) < f(2),  jeif(x) <n
fn( ) =N < f($), jei f(x) >n

Imkime kuri nors ailes £ taSkaz,. Jei f(xy) < oo, tai visiems pakankamai
dideliems n

f(xo) <m ir f(xg) — 27" < fulwo) < f(wo),

taigi f,.(xo) T f(z0). Jeif(xy) = oo, tai visiemsn turime f,,(z¢) = n, vadinasi,
fa(wo) — 00 = f (o).

Bendru atvejuf(z) = f*(z) — f~(x). Pastebesime, kad kiekviename tas-
ke bent viena iS funkcijyf " (x), f~(x) lygi nuliui. Pagal ka tik jrodyta teiginj
egzistuoja dvi paprastyjy funkcijy sekdg,(x)} ir {g,(z)}, konverguojatios
atitinkamai j funkcijasf*(x) ir f~(x). Tadaf,(z) — g.(x) konverguoja if (z).
Dviejuy paprastuyju funkciju skirtumas yra, aiSku, paginji funkcija, tai b utinumas
pilnai jrodytas.

PakankamumasTarkime, kad{ f,,,n € N} — paprastyju funkciju seka, kuri
konverguoja | funkcijgf (z) visiemsz € E. Tada visiemsg € R

{z: f <c}—UUﬂ{x folz c——}EA

k=1m=1n=m
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IS tikryjy, sakykimer, € {z: f(x) < ¢}. Tadaf(zo) < c ir egzistuoja toks,
kad f(zy) < ¢ — 2. Fiksuojame Sitg. Tuomet galima rasti tokj didelj:, kad kai
n > m, tai teisinga nelygy® f,,(zo) < ¢ — £, nesf,(zo) = [fu(zo) — f(z0)] +
f(xp). Todel x, priklauso deSinei pusei.

Tarkime z priklauso deSinei pusei. Tuomet egzistuoja tékkad visiems
pakankamai dideliems teisinga nelygyb f,,(zy) < ¢ — . Bettadaf(z,) < c.
Vadinasi,z, priklauso kairigjai pusei.

2 pvz. Nagrirekime funkcija

kai i I
fla) = {3, al z yra racionalus ze01]

2, kaix yrairacionalus

Ji yra visur truki. Imkime bet kokj, € [0,1]. Jeix, yra racionalusis, tai visa-
da galima rasti racionaliyju skau sekar,, (pvz. zo + %) konverguojagia | xg
ir iracionaliyjy skatiy sekar, (pvz. zo + i o, - iracionalieji skatiai T oo;
tokie yra, pvz., skdiai v/2, v/3, V5, V7, V3, ...) konverguojafiia j z,. Turime
lim,, o f(r,) = 3, 0lim,,_. f(z,) = 2. Todel z, yra trukio tadkas, nes riba
neegzistuoja. Jet, yra iracionalusis, tai visada galima rasti racionaligkaCiy
sekar, (pvz. jeixg = ag, aras . .. a, ..., tair, = ag, aias . . . a,) konverguojagia

| zo ir iracionaliyjuy skatiy sekan,, (pvz. z¢ + %) konverguojagia j xo. Betir vel
lim,, . f(r,) = 3, 0lim, ., f(a,,) = 2. Vadinasi, funkcijaf (x) tr uki kiekvie-
name intervaldo, 1] taSke. T&iau ji yra mati funkcija. Racionaliyjy skéy aike
Q yra mati, nes racionaliyjy tasky &lyra skaiti. Vadinasi, ij0; 1)\Q € B([0; 1]).
Kadangi

0, kaic < 2,
{f(z) <c}=<[0;1\Q, kai2<c<3,
0, 1], kaic > 3,
tai funkcija f (z) yra mati.
UZduotys

1. Pasinaudoje apibZimu jrodykite, kad laiptia funkcija

1, kaix € [1,2),
f(z) =<0, kaiz=2,
—1, kaiz € (2,3]
yraB([—1, 3])-mati funkcija.
2. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad funkcijos

1—nx, kaiOézé%,
falz) = D1
0, kai ~ <2 <1

22



yraBB([0, 1])-meCios.

3. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad funkcijgf (z) = = - 1(_o0,—2)(7) —
2% - 1g0)(2) + 0 11y (2) + V2 - 100y (z) yra B(R)-mati funkcija.Cia14(z)
aibes A indikatorius.

4. Pasinaudoje apiezimu jrodykite, kad funkcija

x2, kaiz € [0,1),
fle)=<3—z, kaizell,?2]
r—3, kaize (23]

Y

yraB([0, 3]-mati funkcija.
5. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad funkcija

N EZ kaix € Q,
f(x)_{—x, kai € Q

yra B(R)-mati funkcija.Cia Q yra racionaliyjy skaiiy aibe.

6. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad indikatoris funkcijoslg(z) san-
dauga su bet kokia funkcijf(x) yra B(R)-mati funkcija.

7. Sakykime, funkcijaf (x) yra apibeztaR ir B(R)-mati. Pasinaudoje api-
breZimu jrodykite, kad funkcija

f(z), kaize{z: a< f(zx) <b},
F(z) =< b, kaiz € {z: f(z)> b},
a, kaiz € {z: f(z) <a}

yra B(R)-mati funkcija.

9 Aibes matas

Kas tai yra matas? Nagekime realiyjy skaiiy tiese. Imkime bet kokj baigtinj
tos tie®s intervalal. Jis gali b utia, b], (a,b], [a,b), (a,b). Joilgis, t.y. b — a,
vadinamas intervald matu. Zynmesimem(I). Jei turime intervalda, o], tai jo
matasm([a,a]) = 0. Nat'uralu, kad t@$os aites() matasmn () = 0.

Sakoma, kad ads N C R matas lygud) (arba/V yra nulinio mato aib), jei
su kiekvienus > 0 egzistuoja tokia intervaly seKd™, n € N}, kad

o0

N C G ooy m(I") <e.
n=1

n=1

Tokiu atveju raSoman(N) = 0. Visy nulinio mato aibiy klase zZyasime\/ .
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Teiginys 9.1 (Nulinio mato aibiu savybes)
1)JeiN e N, AC N, tai A e N.
2)Je|NZ eN,i= 1,2,...,taiU;’i1Ni eN.

[rodymas. 1) Akivaizdu.
2) Laisvai pasirenkame > 0. Kiekvienam: € N egzistuoja tokia sistema
{I",n € N}, kad

N, C QI{‘ ir im(lf) < 23

Tada

. g

N; C I Ir m(l;") < — =¢.

Dabar uztenka pastet, kad intervaly sistemé/',i € N,n € N} yra skaiti,
kaip skatioji skaiCiy sistemuy sajunga (jos nariy maty sistema neprédaouo
sumavimo tvarkos).

1 pvz. SakykimeQ yra racionaliyjy skdiiy aibe interval€0, 1]. Tadam(Q) =
0.

[rodymas. Bet kokia baigti® arba skaiioji aibe yra nulinio mato aib. 1S
tikryju, bet kokia vientask aile yra nulinio mato, o kiekviena skaoji aibe yra
skaiti vientaskiy aibiy sajunga. Lieka pritaikyti 9.Ei@inio 2 savybe. Toel
racionaliyjy skaiiy aibes matas yra.

Jei intervalagl yra begalinis, t.y.(—oc0,a), (—o0,al, (b, ), [b, c0), tai jo
matas lygusxc.

Savoka ,beveik visur’. Sakoma, kad kokia nors ergsR tasSky savyb ga-
lioja beveik visur (sutrumpintai b.v.) agpe A C R, jei ji galioja visuose aibs A
taSkuose, iSskyrus nulinio mato aibe.

2pvz.1) f, — fbv.aitejeA <= A\{z € A: f.(z) = f(x)} eN

2) Sakoma, kad funkcijfi: A — R = [—oc, +oc] yra beveik visur baigtia,
jei{re A: f(z)=4oc}eN

3) Sakoma, kad funkcijg: A — R yra tolydi beveik visur aibje A C R,
jeigu jos visy trukio tasSky abyra nulinio mato. Pvz., bet kokia funkcija €
D([a, b)) yra tolydi b.v. intervale [a, b], nes jos tr ukio taSkyéajiva skaiti ir toe|
yra nulinio mato. (Bet kokia baigtenarba skaioji aibe yra nulinio mato aie).
Kitas pavyzdys yra funkcijg(z) = [z], t.y. sveikoji dalisz.

4) Funkcijos

f(x):{?), ka!xegm[o,l], o(x) = 2
2, kaiz e QN|[0,1],
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b.v. sutampa.
UZduotys

1. Ar funkcija f(x) = « — [z] yra beveik visur tolydi? Argumentuokite.
2. Ar funkcijy sekaf,(x), = € [0, 1], konverguoja beveik visur f(z), = €

[0, 1], jei

fo(z) =

. kaiz e QN 0,1],
3, kaizeQnlo,1],

Argumentuokite.
3. Duotos funkcijos

f(x) 0, jeix yraracionalusis skaius
€Tr) =
x, jeiz yrairacionalusis skaius

Nurodykite teisingus atsakymus: a) funkcfjar) yra beveik visur tolydi; b) funk-
cija f(x) yra beveik visur truki; c) funkcijg(x) yra beveik visur lygi funkcijai
g(z); d) funkcija f (x) yra beveik visur lygi funkcijah(x).

10 Integralas

Apibr eZzimas 10.1Laiptines funkcijos: I — R integralu intervale | vadinamas

skaiCius .
/go(x)dx = Zyim I
I i=1

Cia y; yra funkcijosy reikSme intervald;.
Visy laiptiniy funkcijy intervalel aibe ZynesimeS(7).
Teiginys 10.1 1) TiesiSkumas, jef,g € S(I), «, § € R, tai

/1 (af(x) + Bg(x)) do = a/f(a:) dx + ﬁ/lg(x) da

2)Jdeif,ge S(I), f(x) < g(x), z €, tai

/f / ) dr;
</I|f(:c)|dw
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3) Jei f € S(I), tai

x)dz




lrodymas. Tarkime f(z) = >, v;15,(z), g(z) = >, zj1p,(z). Tadaf(z) =
> i Yilnng; () Ir g(x) = 37, 5 2i11,np,(2). Todel nesiaurindami bendrumo ga-
lime tarti, kad laiptires funkcijosf ir g turi tuos p&ius pastovumo ,laipteliusl;,

ty. f(z) = Z, yily(z), g(v) = Z, zilp,(z).

1) Funkcijosa f + (g reikSme intervalel;, yra oy, + (2. Todel
/I (af(2) + Bg(@))dz = 3 (ag + Ba) m(Ly)
k
= o Z yem(Iy) + Z zem (1)
k k
= d dz.
o [ tayie+s [ o) s

2) Jeif < g, taiy, < 2 visiemsk. Todel

/f(x) dr = Zyk m(I) < sz m(l) = /g(x) dz.
I k k I
3) Suintegrave nelygybe

—|f(x)] < f(z) < [f(2)]

ir pasinaudoje 2 savybe, turime

- [1swiar< [ swyar< [15w1ar= | [ s

Apibr eZimas 10.2Laiptiniy funkcijy seka{ f,} < S(I) vadinsime KoSi seka
(tiksliau KoSi seka.! prasme), arba fundamentaliaja seka, jei

< / (@) d.

Ve >0 dN eN: /|fn(x)—fm(x)|dx<5, kain,m > N (%)
I

Apibr ezimas 10.3Sakoma, kad funkcijg: I — R = [—oo, +oc] yra inte-
gruojama (Lebego prasme) intervalgjei egzistuoja laiptiniy funkciju Kosi seka
{fa} € S(I), konverguojanti j funkcijg beveik visur (intervald). Tokiu atveju
funkcijosf (Lebego) integralu intervalé vadinamas skaicius

/If(:lj') dzr := lim Ifn(x) dx

Visy integruojamuy intervalé funkcijy klase ZymesimeL(7).
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Pastaba 10.1Pabresime, kad nurodyta integraly seKgs f,,(z) dz} baigtineé ri-
ba visada egzistuoja. IS tikryju Si seka yra skaitine ikeeka:

/ fo(2) da — / fnl) da

”/Wfﬁ x)|dr <e, kain,m > N.

(x) =>Ve>0 3INeN:

Naudojames, kad laiptinems funkcijoms teisinga nelggyb

< / (@) d.

Todel, remiantis skaiCiy sekos konvergavimo KoSi Kjumi

x)dx

n—oo

3 lim [ f,(z)dz € R.
I
Galima jrodyti, kad toks integralo apiéZimas yra korektiSkas, t.y. riba

lim [ fu(z)dzx
I

n—~o0

nepriklauso nuo KoSsi sekdsf,,} < S(I), konverguojatios beveik visur | funk-
cija f, pasirinkimo.

Teiginys 10.2 (Elementariosios integraly savs)
1) (TiesiSkumas) Jef, g € L(I), a, 8 € R, taiaf + Bg € L(I) ir

/I(af()+6g x_a/f d:c+ﬁ/

2)Jeif,ge L(I), f > g,tai [, f(x)dz > [, g(x)dz; atskiru atveju

< / (@) do;

3)Jeif € L(I),g = fb.v. intervalel, taig € L(I)ir [, g(x)dz = [, f(

x)dx

l[rodymas. |rodysime tik 3) savybe. J€if,,} € S(I)— KoSi seka irf,, — f b.v.
intervalel, tai taip patf,, — ¢ b.v. intervalel. Todel ir

/I()dx—girgo Ful )dx:/lf(x)dx
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Teorema 10.1(Lebego ir Rymano integraly palyginimadgi aprezta funkcija
f(z) yra integruojama Rymano prasme intervaded|, tai integruojama ir Le-
bego prasme ir abu integralai sutampa:

(R) / ) de = (1) / () do.

Teorema 10.2 (Integruojamumo Rymano prasme kriterijig)nkcijaf : [a, b] —
R yra integruojama Rymano prasme tada ir tik tada, Kayra apréezta ir tolydi
beveik visur intervaléu, b]. Taigi R([a, b]) C L([a,b]).

Pastaba 10.2Naudinga pamineti tokius faktus:

1. Jei nagrinéjama funkcija apréZta intervdle b] ir turi tik baigtinj skaiciy
tr ukiy, tai ji integruojama Rymano prasme.

2. Jei funkcijosf (x) ir g(z) yra apibréztos intervalé:, b] ir skiriasi tik baig-
tiniame tasky skaiciuje, tai iS vienos funcijos integamumo Rymano prasme is-
plaukia kitos funkcijos integruojamumas Rymano prasme¢o B&) ff f(z)dx =

(R) [? g(x) da.

Dabar pateiksime pavyzdj iliustruojantj teorema 10.2.
1 pvz. Funkcija

(2) 1, jeize]0,00),
xr g
g 1, jeix e (—o0,0)

yra beveik visur tolydi ir integruojama bet kokiame baigame interval€la, b].
Be to,fabg(x) dr = fab f(z)dz, Cia f(x) = sgn .

Pastaba 10.3Integraly lygybé iSplaukia i3 pastabd$.2. Zemiau pateikiamas
Sio fakto jrodymas tik nurodo kelia kaip reikia jrodytiteiginj, suformuluota pa-
stabojel0.2.

Sprendimas Nagriresime tik atvejj, kai0 € [a,b]. Kiti atvejai — akivaizd us.
Imkime bet kokj intervalda, b] skaidinj7" su taSkaiss = zy < z; < -+ <
T <z =0 < mpyq < --- < x, = b. Sakykime, kad\; = z; — x;_1 < €/2,
Ciae > 0 yra kiek norima mazas skaus. Tada

ZwiAxi = WAz = 2(x)p —141) = €,

1=0

Ciaw; yra funkcijosg svyravimai intervaluoser; 1, z;|,i = 1,2,...,n. IS Ryma-
no kriterijaus (matemat&s analies kursas) seka, kad funkcijgrra integruojama
intervale[a, b|.
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Pazynekimeh(z) = g(x) — f(z). Funkcijah(z) lygi nuliui visur, i8skyrus
taSkaxr = 0, kuriameh(0) = 1. Vadinasi, ji turi pirmosios r uSies tr ukj taske
x = 0. Todel yra integruojama. |[rodysime, ka,fgf h(z)dx = 0. Bet kokiam
intervalo [a, b] skaidiniuiT = {a = zo,x1,...,Tk_1, Tk, Ths1,---, Ty = b} IF
visiems taSkams, € [z;_1, ], jei tik & # 0, integralire sumas, (7)) = 0.
Tuo atveju, kaix = 0 priklauso kokiam nors intervalyic;,_,, x;] ir £ = 0, tai
Sp(T) = x; — x;_1. Jei kokio nors skaidini@” taSkamsr; ;| < x; = 0 < 7,4
taskai¢;, = &1 = 0, tai S,(T) = x;21 — x;—1. 15 gauty integraliniy sumy
iSraiSky matome, kad integraling sutsig7") galima padaryti kiek norima maza,
kai A — 0. Tocel fab h(z)dz = 0. Kadangif(z) = g(x) — h(z), tai bet kokiam
skaidiniuiT" ir bet kokiems taSkamg, integralires sumos tenkina sarysj

nglel_Z[(gi) h(&)] Ay = ZQ@A@ Zh@mz

=0

DeSires puss ribos, kaiA — 0, egzistuoja, nes funkcijog(x) ir h(z) yra inte-
gruojamos. Todl egzistuoja ir kaies puss riba, kaiA — 0. Vadinasi, funkcija
f(x) yra integruojama ir teisinga lyggb

/abf(x) dz = /abg(x) dz.

2 pvz. Funkcija f(z) = [z] yra beveik visur tolydiR ir integruojama bet
kokiame baigtiniame intervale.

Pastaba 10.4Jei funkcijaf(x) beveik visur sutampa su tolydZia funkcijér),
tai negalime tvirtinti, kadf (x) yra beveik visur tolydi savo apibrézimo srityje.

Teorema 10.3 Jei funkcijaf yra mati ir aprezta, tai ji integruojama Lebego pras-
me.

3 pvz. Nagrirekime funkcijaf apibezta intervalg0, 1] sekartia lygybe

(z) 3, kaizx yraracionalusis
€T =
2, kaix yrairacionalusis

Kaip mes jau jsitikinome, Si funkcija yra visur tr uki ir thalsitikinsime, kad ji
nera integruojama Rymano prasme. Nagkime sumas

Sp = f(&)(x1 — m0) + f(&) (@2 — 1) + -+ + f(§) (@0 — Tna),

Cia&y, € [rp_1, 2] Ir0 =29 < 21+ < x, = 1. Jei§, — racionalieji skaiai,
tai S, = 3ir lim,_., S, = 3. Jei&, — iracionalieji skatiali, tailim,,_., S, = 3.
Todel funkcija rera integruojama Rymano prsame.
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Si funkcija integruojama Lebego prasme. Tarkigie) = 2. Tadaf(z) =
g(x) b.v. Tockl

(L)/Olf(x)dx:(L)/Olg(x)dx:(R)/(]lex:Q. O

Geometrine interpretacija. PasiaiSkinsime Lebego integralo agbima papras-
Ciausiu atveju. Nagriekime tolydZia funkcija. Sakykime, funkcij&(x) apibeZta
intervale[a, b], 0 jos jgyjamos reikSis yra tarp sk&iy « ir 5. Skaidome interva-
la [, f] tasSkaisa = yo < 11 < --- < y, = [ | dalinius intervalus. Kiekvienam
daliniam intervaluiy,_1, yx] egzistuoja intervalfu, b poaibisiy, kuriam priklau-
so visiz, kuriemsf(z) € [yx_1, yx| (Zi ur. paveikl)).

' . Lo
| R | |
I ; |l
L I P |
N I i/ | |
— ft T +
P
L i ol !
| | Il I | |
L I || !
L I B |
L ! B \
|1 Il P t
| Il [ |
T
I
2/ Y 7/, %
B /\\\ & /{’/r ’ b he
///,,
\1’(/<

Matas kiekvieno tokio intervalo yreu (7). Sudarome suma
Sn =yim(I1) + yom(lz) + -+ - + yem(li) + - - + yam(In).

Sios sumos riba, kai ji egzistuoja, yra funkcijper) Lebego integralas ir Zymima

/a ’ f(@) dz.
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TolydZioms neneigiamoms funkcijoms taip agbtas Lebego integralas sutampa
su Rymano integralu ir yra lygus krei\8s trapecijos plotui, t.y. plotui fig uros
apribotos abscisiy aSies, dvieju tiesiy= a, x = b ir kreives f(z).

Neapreztos funkcijos

Tarkime, kad funkcijaf (x) yra neapezta, mati, ir neneigiama intervale=
[a, b], t.y. tokia kaip ir paveikglyje.

y=rx)

Apibresime funkcija
0 < <
Fu(z) = /10 M@0 Jl) < M,
M,  Kaif(z) > M.

Si funkcija yra mati ir apgZta. Tuomet Lebego integralas nuo neneigiamos funk-
cijos f(x) intervalel apibreziamas lygybe

(L) /I f(x)dz = lim (L) /I Fa(z) da.

M—o0

Riba visada egzistuoja. Jei ji yra baigdintai funkcijaf vadinamasumuojama
(integruojama) intervalé. Jei ji begalire, tai —neintegruojama

Apibr eZimas 10.4Macioji funkcija f vadinama kvaziintegruojama, jei bent vie-
nas i$ skai€iyf, /*(z) dz, [, f~(x) dx yra baigtinis. Tokios funkcijog integralu
[; f(z) dz vadinamas dydis

/If(x) dx:/Ier(x) dx—/lf_(x) dx

Macioji funkcija vadinama integruojama, jgi f*(z) dz < oo ir [, f~(x) dx <
o0 .
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Apibr ezimas 10.5Matiosios funkcijog : R — R integralu mactioje aibéjed
R vadinamas skaiCius

/A f(x) do = / F () La(z) de

(su salyga, kad pastarasis integralas yra apibreztas).

4 pvz. Ar funkcija

ﬂ@:{a kaiz € QN[L,2],

integruojama Lebego prasme.
SprendimasFunkcijaf(z) yra neapezta. Apibeziame funkcijas

0, kaiz € QN [1,2],
fa@) =S 7=, kaiz € QN[l+ 4,2,
n, kaiz € QN [1,1+ %)

1 H 1
gu(a) = 4 TorT AL S TS,
n, kail < :L’<1—|—

Funkcijosf,(z) ir g,(z) beveik visur sutampa. T@disutampaju Lebego integra-
lai. Kadangi funkcijogy,, () yra tolydzios ir apeztos intervalél, 2|, tai egzistuoja
ju Rymano integralai. Vadinasi,

[ @ = @ [ =@ [ owe
_ /11+n3ndx+/:n3 J;lfc_

Ld 1)2/3‘2 +
n3 2 4n-3 n2 2 2n2 2 2n?

(L)/l2f(:6 ) da = lim (L /fn =

UZduotys

—_

Todel

1. Nagrirekime funkcija

f(x) x, jeix yraracionalusis skaius
x) = . - .
—x, Jeix yrairacionalusis skaius
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Ar Si funkcija integruojama Rymano prasme? Ar Si funkcijegruojama Lebego
prasme?
2. Apskatiuokite integralg L) fol f(x)dz, jei
2?, kaixz yrairacionalusis skaius ir > 3,
f(x) = {23, kaiz yrairacionalusis skéius ir < 1,
0, kitais atvejais

3. Apskatiuokite integralg L) fol f(x)dz, jei

flz) = {f

)

kai z yra iracionalusis skaius
kai z yra racionalusis skéius

11 Baigtines variacijos funkcijos

Funkcijos f: [a,b] — R (pilngja) variacija intervalea, b] vadinamas skaius
(gali b uti lygustoo)

o(f) = v(f;[a,b]) = sgpz (i) — flx)],

Cia tikslusis virSutinisezis skatiuojamas visy intervalf, b] skaidiniyx = {a =
rg < xy < -+ <z, = b}, n €N, atzvilgiu. Jeiv(f;[a,b]) < oo, tai f vadiname
baigtines(arbaaprezto3 variacijosintervale [a,b] funkcija. Visu tokiy funkcijy
aibe ZynesimelW ([a, b]).

Teiginys 11.11) Funkcija f: [a,b] — R, turinti aprézta iSvestingf’ interva-
le [a,b], iSskyrus galb ut baigtinj pirmojo tipo tr ukiasku skaiciy, yra baigtines
variacijos funkcija. Atskiru atvejy € C*([a, b]), t.y. kai f yra tolydZiai diferen-
cijuojama funkcija (turi tolydzia iSvesting), yra baiggs variacijos ir

o(f:la.b]) = / (@) de.

2) Funkcija f: [a,b] — R, iSreiSkiama dviejy didejanciy funkcijy skirtumuay
baigtines variacijos funkcija.

Apibr ezimas 11.1Sakoma, kad funkcij@: [a,b] — R tenkina Helderio salyga
su rodikliua, o > 0, jei egzistuoja konstanta tokia, kad bet kokiems, y € [a, b
teisinga nelygybe

|f(z) = f(y)] < Llz —y|*.
Konstantal vadinama Helderio konstanta, ® — Helderio rodikliu. Jeia = 1,
tai sakome kad tenkinama LipSico salyga.
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1 pvz. Jei funkcijaf: [a,b] — R yra LipSico, tai ji yra baigties variacijos
funkcija.
Sprendimas

Z | f(zi) = fzi)] < LZ |2 — 251 = L(b — a).

2 pvz. Apskatiuokime funkcijosf (z) = 2%, = € [—1, 2], variacija.
Sprendimas

o(f;1-1,2) = /2 22| dz = /0(—2x) dx+/02 2w dy = —a?|°

-1 -1 -1

=144 =5.

3 pvz. Apskatiuokime funkcijos

0, jeiz =0,
flz)=<¢1—z, jei0<x<l,
D, jeix=1

baigtine variacija interval@, 1].
SprendimasImkime bet kokj intervalo [0,1] skaidi) = 2o < x; < ... <
z, = 1. Tuomet

Z | f(zi) = fzima)]

= |f(z1) = f(zo)| + {‘f(xz) — f@)|+ 4 [fana) - f(xn—2)‘}
[ f(@n) = (@)

= [1= 21— 0]+ {Jo2 = 1 + -+ fos — zaal f+ 5 — (1= )

=(1l—z)+(xp1—21)+@+x01)=5+2(xp1—21) <T.

sumad_" | |f(z;) — f(xi—1)| galima padaryti kiek norima artinia Tocel varia-
cijav(f; [0, 1]) = 7.

Teiginys 11.2 Kiekviena baigtinés variacijos funkcija: [a, b] — R yra aprézta.

l[rodymas. Tarkime, kadf(x) yra baigtires variacijos funkcijda, b] ir x yra
bet kuris[a, b] tadkas. 13 pilnos variacijos apé#imo turime, kad

[f(z) = fa)] + 1 f(0) = f(2)] < v(f;]a, b))

Todel | f(z) — f(a)| < v(f;la, 0]) ir [|f ()] = [f(a)l| < [f(x) — f(a)|. Vadinasi,
[f (@) <olf;[a, b)) + | f(a)l.

34



Teiginys 11.3 Funkcijaf: [a,b] — R turi intervale[a, b] baigtine variacija tada
ir tik tada, kai ji yra dviejy nemazejancCiy tame intetgdunkcijy skirtumas.

Pastaba 11.1Funkcija f(z) visada galima uZraSyti taipy(z) = v(x) — u(x),
(@) = v(f;[a, 2l), ulz) = v(f; e, 2]) = f(2).

4 pvz. UZraSysime funkcijg (z) = z?, z € [—2, 3|, kaip dvieju nemagjartiy
tame intervale funkcijy skirtuma.
SprendimasNesunku suvokti, kad

0, —-2<z<0 -2, —2< <0
= —h(x), =<7 ? hiz) — ) )
f@) = gl@)=h(z),  g(x) { rerca (x) {07 bercs
Sj uzdavinj galima spresti ir naudojantis Pastaba 1Kadangi funkcijaf (z) =
x? yra tolydziai diferencijuojama intervale-2, 3, tai
@ =2 [* tdt kai —2 <z <
wilzal) = [Copa=] 2Rl @ 2SSO
s —2 [T tdt+2 [ tdt, kai0 <z <3,
i kai —2<2<0, [—-z?+4, kai —2<2z<0
B —t2}0_2+t2§, kai0 <z <3,  |4+422 kai0<z<3
ir
—222+4, —2<z<0,
u(z) =
4, 0<az<3.
UZduotys
1. Ar funkcija
22, kaio <z <1,
flz)=<3z—-2, kail <z <2,
2, kai2 <x <3

yra baigtires variacijos intervalé, 3]?

2. Ar funkcija f (z) = x? — 3[z|, apib@Zta intervalg0, 3], yra baigtires varia-
cijos?

3. Ar funkcija

sin 2z, kai0 <z < 7,
f(x) = o
1+ cos 2z, ka|5<x<7r

yra baigtires variacijos interval@, 7]?
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4. Apskatiuokime funkcijos
r—1, jelz <1,
f(x) =< 10, jeix =1,
x2, jeix>1
baigtine variacija interval@, 2]. Ats.: 23.
5. Baigtires variacijos funkcija
—22, jeiz e |0,1),
f(z) =10, jeix =1,
1, jeiz e (1,2]
uzraSykite kaip dviejy nemajartiy funkcijy skirtuma.

12 Styltjeso integralas

Apibr ézimas 12.1Funkcijosf € S([a, b]) Styltjeso integralu funkcijog € W(]a, b])
atzvilgiu vadinamas skaicius

/f ) dg(z ka: 9(xrs1) — g(w)),

Cia f; — funkcijosf reikSme jos pastovumo intervalg su galaisz;, < zj.1, t.y.

Iy = (g, Tpi1), [k, Tra], [0, Tretn), (T, Thog ]

Apibr ézimas 12.2Funkcijosf € D([a, b]) Styltjeso integralu funkcijog € W([a, b])
atzvilgiu vadinamas skaicius

[ o) = g [ @) agto

Cia{¢,} — bet kokia laiptiniy funkcijy seka, konverguojanti wilyi intervale[a, b]
j funkcija f.

Teorema 12.1 (Styltjeso integralo egzistavimas ir ap#aimo korektiSkumas.)
1) ApibréZime nurodyta riba visada egzistuoja ir neprikansm sekog ¢,, }
pasirinkimo.
2)Jeif € D([a,b])ir g € W([a, b)), tai

/ @) dg(a)] < sup |F(2)] -l o).
3) Jei f € C([a,b]) ir g € C*([a, b)), tai

[ s f i

36




13 Metrines erdwes

Aibe, kurioje vienaip ar kitaip apik#ta sekos ribos savoka, paprastai vadinama
erdve Erdwes, kurios elementais yra funkcijos arba ska&sirsekos, vadinsime
funkcinemis erdvemisai kuriy operatoriy klasiy, apibgty funkcirese erdese,
nagrirejimas ir sudaro funkcies analies pagrinda.

Viena i§ pagrindiniy anal&s operacijy yra péjimas prie ribos. Si operacija
grindziama faktu, kad skéiy tiesje yra apibeztas atstumas nuo vieno tasko iki
kito. Daugelis analigs pagrindiniy tvirtinimy remiasi atstumo savoka. Agid-
rindami realiyjyu skaiiy samprata kaip aibe, kurioje jvestas atstumas ti@men-
ty, mes gaunammetrines erdvesavoka.

Apibr eZzimas 13.1Metrine erdve vadinama por@X, p), susidedanti i$ tam tikros
aibes (erdvesX elementy ir atstumo, t.y. vienareikSmes, neneigiane@diosios
funkcijosp(x, y) apibréztos bet kuriemsir y i8 X ir tenkinancios sekancias tris
aksiomas:

1) p(z,y) = 0 tada ir tik tada, kair = v,

2) p(z,y) = p(y, x) (simetrijos aksioma),

3) p(z, z) < p(z,y) + p(y, z) (trikampio aksioma).

Pvz. 1) Aibe realiyjy skasiy su atstumw(z,y) = |x — y| yra metrire erde
R
2) Aibe elementy = (x1, 22, ..., x,) SU atstumu

p(r,y) = \l (ye — k)2

k=1

vadinaman-maCia aritmetine Euklidine erdv®™. 1) ir 2) aksiomos yra aki-
vaizdZiai patenkintos. Patikrinsime 3) aksioma. Tarkime= (x1,za,...,x,),
y = (Yy1,Y2, - Yn) Ir 2 = (21, 20,...,2,). TUOMet trikampio nelygyb atrodo
taip;

3

k=1

\I D (e —m)? < J (yr — z1)* + J Dz — )™ 3)

Paiym'ekimeyk — T = Ak, 2k — Y = bi.. Tuometz, — x, = ay, + by ir

JZ(aku)?g JZaijLJZbi. (4)
k=1 k=1

k=1
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Si nelygyte seka i$ Kosi-Buniakovskio nelyggb
n 2 n n
(Zakbk) <@
k=1 k=1 k=1

Tikrai, i$ Sios nelygybs seka, kad

n

Z(ak +bk)2 = zn:az—FQZn:akbk—an:bz
k=1 k=1 k=1

k=1

n n

< iaijtzdia%ZbZJr b?
k=1 k=1

k=1 k=1

- (E B

Taigi jrodeme nelygybe (4), o tuo pau ir nelygybe (3).
3) Aibe elementy: = (x1, 2, ..., x,) SU atstumu

n

pr(@,y) =D |ye — )

k=1

zymimeR?. Akivaizdziai patenkintos aksiomos 1)-3).
4) Apibrezkime atstuma tarp elementy, (z,y) = max;cr<n [yx — 7%|. Sia
erdve zymimeR”. .

5) Aibe C([a, b)) visy tolydziy raliyjy funkcijy, apibezty interval€a, b, su
atstumup(z, y) = max,<<p [2(t) — y(t)| vadinama visy tolydziy funkcijy erdve.
Patikrinsime metrikos aksiomas. Akivaizdu, kad,y) > 0. Be top(x,y) =
0, jeiz(t) = y(t), Vt € [a, b]. Akivaizdu, kadp(z,y) = p(y, z). Belieka patikrinti

trikampio aksioma. Bet kokiame |a, b]

l2(t) — 2(0)] < J2(t) —y@)] + y(t) — 2(t)]
< max |2 (t) —y(t)] + max ly(t) — 2(t)] = p(x,y) + p(y, 2).
Todel

p(e,z) = max |z(t) — 2(1)] < p(z,y) + p(y; 2).

a<t<b

Kas Siuo atveju yra atstumas — Zkite paveikstlj
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6) Funkcijax(t), apib@zta ir mati intervalé0, 1] vadinama integruojamg:
tuoju laipsniu arba funkcija is kl@s L, ([0, 1]), jei

1
/ e(t)Pdt < oo,
0

Ciap > 1, o integralas — Lebego. Dvi funkcijas, besiskiGas nulinio mato
aibéje, laikysime tap&omis. Jeir € L,([0,1]) ir y € L,(]0, 1]), tai apibezZiame

atstuma lygybe
1 1/p
o(a, ) = ( [ et —y(t)l”dt) .
0

7) Ar erdwe R su funkcijap(z, y) = sin®(z — y) yra metrire? Ne, nes funkcija
p(z,y) netenkina 1-osios atstumo aksiomos, ty. i lyggkin?(z —y) = 0
neiSplaukia lygyB z = y. Paimkime pvzy = z + 7. Tadasin®(z — y) = 0, bet

8) Ar erdwe R su funkcijap(z,y) = (z — y)? yra metrire? Ne, nes funkcija
p(x,y) netenkina 3-osios atstumo aksiomos. &yrb uti teisinga nelyggb

(z—2°<(r—y)?*+(y—2)?* arba (a+b)?<a®+1

jei pazymesimea = x — y, b = y — z. Akivaizdu, kad pastaroji nelygybyra
neteisinga, kai, b > 0 arbaa, b < 0. Vadinasi, funkcijao(z, y) néra atstumas.

Uzduotys
1. AibejeR apibrezkime funkcijgo(z, y) = | arctg z—arctg y| . Ar Si funkcija
yra yra metrika?

2. AibejeR apibrezkime funkcijap(x, y) = | [z] — [y]| . Ar Si funkcija yra yra
metrika?Cia [z] — svekojiz dalis.
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3. AibejeR apibezkime funkcijap(x, y) = \/|z — y| . Ar Si funkcija yra yra
metrika?

4. AibéjeR apibrezkime funkcijgp(z,y) = In(1 + |z — y| ). Ar Si funkcija
yra yra metrika?

5. AibéjeR apibezkime funkcijap(z, y) = H‘j;ﬁ‘y‘. Ar i funkcija yra yra
metrika?

6. Aibeje N apibrezkime funkcijap(z,y) = 'rx‘yy' . Ar Si funkcija yra yra
metrika?

7. Aibeje R apibezkime funkcijap(z,y) = |arctg(z — y)|. Ar 8i funkcija
yra yra metrika?

8. AibejeR apibrezkime funkcijap(x,y) = In(1 + 1f|;f‘y|). Ar Si funkcija
yra yra metrika?

14 Atviros ir uzdaros aibes

Jei (X, p) yra metrire erde ir Y C X, tai | aibeY galima Zi ugti kaip | atskira
metring erdve su ta pa metrika kaip ir aibje X . Tokia metrire erde (Y, p) yra
vadinamametrinés erdvegX, p) poerdviu

Sakykimea € X ir r > 0. Aibe

B(a,r)={x € X: p(x,a) <r}
vadinsimeatviruoju rutuliu arbarutuliu su centru taske ir spinduliur, o aibe
{r e X: p(x,a) <1}

—uZzdaruoju rutuliu

1pvz.JeiX =Rir p(z,y) = |z —vy|, x,y € X, taiatvirasis rutulyssu centru
taSkea € R ir spinduliur yra intervalaga — r,a + ).

2pvz.JeiX =R2ir My = (z1,11) € R, My = (22, 12) € R?ir

do(z,y) = /(21 — 22)2 + (1 — ¥2)?,

tai atviruoju rutuliusu centru taskel = (a,b) € R? ir spinduliur > 0 vadinsime
skritulj su centru taskel ir spinduliur > 0. Atviras rutulysB(0, 1) pavaizduotas
paveikselyje (a).

3pvz. Jei X = R?, d(z,y) = max{|z; — yi1|, |z — yo|}, tai B(0,1) yra
kvadratas (Zi ur. pav. (b)).

4pvz. JeiX =R? di(x,y) = |v1 — yi| + |72 — ¥
kvadratas (zZi ur. pav. (c)).

5pvz.Jei X = R?,

, tai B(0, 1) yra pasuktas

ds(z,y) = ]er = 9P + [ws — 1ol
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tai B(0, 1) pavaizduotas pav. (d).

13,(0)c (R2. dy) ‘Bl(O)C (R2, d.)

(a) (b)

B, (0)C (R?, dy) B{(0)C(R2, dy)

(c) (d)

6 pvz. Tarkime, kadX = C([a,b]) ir d(f, g) = max,<i<p | f(t) — g(t)].
Erdveje C(]0, 1]) nubrezkime rutuljB(0,1). Siuo atveju rutulio centras yra
tolydi funkcija tapatingai lygi nuliui, t.y. atkarpa nubiki 1 (r asyje). Atviras
rutulys B(0, 1) yra st&€iakampio vidus, kurio krastes jam nepriklauso (paveiks-
lelis kaije). Fiksuokime funkcija, pvz.f(t) = t*. Nubrezkime rutuljB(f,1)
(paveikstlis deSimeje).
)

0z O oz 04 06 08 11

2

i
02 04 0B 0BT

Metrines erdes X taSkoa rutuline aplinkavadinsime bet kokio spindulio
atvirgjj rutulj su centru taske; taSkoa aplinkavadinsime bet kokj aies X po-
aibj A, uzdengiantj bent viena taSkorutuling aplinka, t.y. jei egzistuoja toks
r, kad B(a,r) C A. Aibes X poaibj A vadinsimeatviruoju metrirgje erdeje
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X, jei kiekvienam aibs A taSkuia egzistuoja tokia rutulia aplinkaB(a, ), kad
B(a,r) C A, ty. jei aike A yra kiekvieno savo tasko aplinka. AibX poaibj
A vadinsimeuzdaruojy jei X'\ A yra atviroji aile metrireje erdeje X. TuXioji
aibe () ir visa metrire erd\e X yra ir atvirosios, ir uzdarosios ab.

Metrines erdes aile A vadinamaapréezta jei ji yra kokio nors rutulio poaibis.

Pvz. Nagrirekime aibeF tolydZiy funkcijy apibezty interval€0, 1] ir tenki-
nartiy nelygybeA < f(z) < B (CiaA < B —duoti skatiai). Tuomet ail F yra
uzdara erdejeC([0, 1]).

SprendimasSio pavyzdzio sprendima pateiksime kitame skyrelyje.

Pvz. Nagrirekime aibeF tolydziy funkcijy apibezty interval€go, 1] ir tenki-
nartiy nelygybeA < f(x) < B (CiaA < B — duoti skatiai). Tuomet aile F yra
atvira erdejeC([0, 1]).

Sprendimas Tarkimey € E. TadaA < ¢(z) < B visiemsz € [0,1].
Pazynekime maxo<,<1 p(r) = (i mingc, 1 p(r) = a. AiSku, kadg # B,
nesmaxo<,<1 p(x) jgyjamas tam tikrame taske, € [0,1], t.y. ¢(zo) = S.
Betp(zo) < B. Todel 5 < B. AnalogiSkai,« > A. Pazynekimes = min(a —
A, B—p3). Tada visos funkcijos tenkin&ios nelygybep(z)—c < g(x) < p(x)+e
priklauso aibei~. 13 kitos pugs, visos tokios funkcijog sudaro funkcijosy(x
e-aplinka. Taip yra todl, nes tik tokios funkcijos tenkina nelygyl¢p, g) < e.
Vadinasi, kartu su funkcija(z) aibei E priklauso tam tikra funkcijog aplinka.
Todel E yra atvira aile erdweje C'([0, 1]).

Teorema 14.1 Metrineje erdveje bet kokia skaiti atviryjy aibiyjsaga ir baigti-
nio skaicCiaus atviryjy aibiy sankirta yra atviroji aé

[rodymas.

1. Sakykime, kadd = U, A,,. Jeiz € A, tai x priklauso kokiai nors aibei
A,, 0 kadangiA,, — atviroji aibe, tai ji yra taSkor aplinka. Be to,A4,, C A.
Taigi egzistuoja tokia kiekvieno a@is A tasSkox aplinka, kad4,, C A, todel pagal
atvirosios ailes apibrezima a#bA yra atvira.

2. Tegu{A,...,A,} — baigtire atviry aibiy sistema il = N}_, A,. Jei
x € A taix € A, Vk =1,...,n. Kadangi ailes A, yra atvirosios, tai egzistuoja
tokios taskar rutulines aplinkosg/,,, kadV,, C A, k =1,...,n. Pazymekime,
taSkox rutulines aplinkod/,, spindulj, t.y.V, = B(x,¢). Tada aibd” = N}_, Vj
yra taskar rutuline aplinka (baigtinio sk&iaus rutuliy su bendru centru sankirta
yra lygi vienam i$ ty rutuliy, b utent tam, kurio spindsitpaZziausias). Be to C
Vi C Ag visiemsk = 1,...,n. Todel V C A. Taigi egzistuoja tokia bet kokio
x € Arutuline aplinkal/, kadV C A. Todel pagal apibreZzima aghA yra atvira.

Pvz.(_,(1— 1 24+ 1) =112
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ISvada 14.1 Metrineje erdveje bet kokia skaiti uzdaryjuy aibiy &ata ir baigti-
nio skaiCiaus uzdaryjy aibiy sgajunga yra uzdaroji aib

UZduotys

1. Sakykime,F'(z) yra fiksuota tolydi funkcija apil@Zta intervalgo, 1]. |ro-
dykite, kad aile visy tolydziy funkcijy, apitezty interval€0, 1] ir tenkinarciy
nelygybef(z) < F(x) yra uzdara erdgje C'([0, 1]).

2. Patikrinkite, ar erdeseC'([0, 1]), L,(0,1), p > 0, apeztos Sios aibs:

a) M, = {tn n e N}

b) M2 {nt n e N}

C) M3z = {0 < a < o0};

d) My ={1—-at’,0< a< A};

e)Ms = {1Jr -, 0 < a < oo}

3. Patikrinkite, ar erdesec, (7, p > 0, apreztos Sios aies:

a)M, ={(1,2,...,n,0,...),n € N};

b) M, ={(1,1,...,1,0,...),n € N};

——

n

c) M3 ={(0,...,0,1,0,...),n € N};
——
dyMy={(1,,...,1,0,...),n e N};
e)Ms; = { (=5, 75 - njm, ...),n € N}.
Cia ¢ — visy konverguojatiy skaitiniy sekyr = (21, 22, ...) aibé su metrika
p(x,y) = sup,, [T, — ya|; P, p > 0, — aibe visy skaitiniy sekg = (z1, 2o, . . .),
kurioms konverguoja eilét) ", | |z,|?, su metrika

00 1/p s
T,y) = <Z \xk—yk\p) cop2l, plry) =) lme-wl’, 0<p<l
k=1 k=1

3. Skatiussup, ,c ) p(7,y) vadinamas aies M C (X, p) diametru ir Zymi-
masdiam M. Raskite Siy erdesR? aibiy diametrus:

a) My = {(z,y) €R%: & + % <1, a,b>0};

b) My, = {(z,y) € R*: alz| +bly| <1, a,b > 0};

c) Mz = {(z,y) € R*: max(|z|,aly|) <1, a > 0};

d) My = {(z,y) € R?: az® <y <b, a,b>0}.

4. Raskite Siy erddsC'([0, 1]) aibiy diametrus:

a) M, = {arctg(t — ), a € R};

b) My = {t", n € N}.
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15 Sekosriba

Apibr eZzimas 15.1Sakykime, kadx,) yra metrinés erdves( seka. Sakysime,
kad Si seka konverguoja | taSkajei kiekvienai rutulinei taSke aplinkai B(z, ¢)
priklauso visi tasSkaic,,, pradedant tam tikru numerily.. RaSysime;,, — x arba
lim,, z,, = x.

Sj apibeZzima galima suformuluoti ir kitaip.

Apibr eZzimas 15.2Metrinés erdvesX tasky sekdz,) konverguoja  tasSka: €
X, jeilim,_oop(x,, z) = 0. TaSka,x = lim,, x,, vadinsime seko@,,) riba. Seka
(x,,) vadinsime konverguojancia, jei ji konverguoja | kokisierdvesX taska.

IS apibreZzimo seka, kad jej, konverguoja | taska, tai ir bet koks jos posekis
konverguoja | ta patj taska.

Teorema 15.1 Metrinés erdveés seka:,, ) gali konverguoti ne daugiau kaip | viena
riba.

l[rodymas. Tarkime,z,, — z ir z,, — y. Tuomet bet kokiama > 0

p(x,y) < p(an, ) + p(r,,y) <,

kain yra pakankamai didelis. Kadangirr y yra fiksuoti taskai, @ > 0 bet koks,
tai Si nelygyte galima tik tuo atveju, jep(x,y) = 0, t.y. kaiz = y.

Teorema 15.2 Metrinés erdves$ X, p) aibé A yra uzdara tada ir tik tada, jei kiek-
viena taskyx, ) seka i84, t.y. (z,,) C A, konverguojanti erdvejé& turi riba kuri
priklauso A.

l[rodymas. B utinumas Tarkime, kadA yra uZzdara. Reikia jrodyti, kad =
[A]. Akivaizdu, kadA C [A]. Tarkime, kad egzistuoja toks taSkase [A], kuris
nepriklausoA. Vadinasi,zy € X\ A, t.y. xo priklauso atvirai aibeiX'\ A. O tai
reiskia, kadr, € X\ A su kazkokia rutuline aplink# (zo, 7). Sioje rutulireje
aplinkoje B(z, r) néra alles A taSky. Bet tai prieStarauja, kag € [A].

Pakankamumas Tarkime, kad bet kokiaix,,) C A konverguojafiai j x €
X taSkase priklauso irA. TadaA yra uzdara, nes iS uzdarinjel] apibezimo
seka, kadd = [A]. O [A] yra uzdara aib.

Pvz. Nagrirekime aibeF tolydZiy funkcijy apibezty interval€0, 1] ir tenki-
nartiy nelygybeA < f(z) < B (CiaA < B —duoti skatiai). Tuomet ail F yra
uzdara erdgjeC([0, 1]).

SprendimasSakykimep(z) yra ailtes E ribinis elementas. Tuomet gadime
surasti ailesE' elementy sekdf, ()}, kuri konverguojajo(x), L.y. supgc,«; | fu(z)—
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¢(x)] — 0, kain — oo. Taigi turime funkcijy sekd f,,(x) }, kuri tolygiai konver-
guoja j¢(x). Kadangi kiekvienamr € [0, 1], A < f,(x) < B, tai ir ribai teisinga
nelygyte A < lim, f,(z) < B, ty. A< ¢(x) < B.

Uzduotys

1. Kuriose i$ erdviyC([0, 1}), L,(0, 1), p > 0, konverguoja Sios sekos:
nt, kai0<t<1/n,

a)z,(t) = .

)7 (1) 1, kail/n<t<1;
b) x,(t) = t™;
C) x,(t) =t — 27
d) xn(t) = 1+7;t2t2
2. Arerdwje/?, p > 1, konverguoja sekos:

1 1
a)l'(n):{—,—, 9 707 }s
Zla na naj

b)a™ = {2 )

16 Pilnosios metrires erdwes

Apibr eZzimas 16.1Metrinés erdves elementy sekg ) vadinama fundamentalia-
ja arba KoSi seka, jei kiekvienam> 0 egzistuoja toksV € N, kadp (z,,, z,) <
e, jeim,n > N.

Metrine erdwe vadinamailnaja metrine erdvgei kiekviena jos elementy fun-
damentalioji seka konverguoja | kokj nors tos ezdelementa.

Kiekviena konverguojanti seka yra fundamentalioji. Imkim> 0. Kadangi
lim, .o p(zn, z) = 0, tai egzistuoja toksV € N, kad p(z,,,r) < §, kain > N.
Sakykime, kach, m > N. Tada

e ¢
P(Trs T) < P(Tms T) + p(T, 25) < 3 + 5 =¢

Pilny erdviy pvz.:

1) R yra pilna erde. Tai Zinome iS matemats analies kurso. (KoSi kriteri-
jus: Sekax,,) konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra fundamentalioji.)

2) ErdwesR” pilnumas seka i®' pilnumo. Tarkime,(z®)) yra fundamenta-
lioji R™ taSky seka, t.y. kiekvienam> 0 egzistuoja toksV = N., kad

n

> ) <

k=1
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visiemsp, ¢ > N. Ciaz® = (z{"’,..., 2. Tuomet kiekvienant = 1,2, ...,n
gaunam¢x,(f) —x,(f)| <& Vp,q> N,ty. (x,(f)) yra fundamentalioji sk&iy seka.
Pazynekime
xk:;}i_{gox’(fp)’ r=(21,...,2T,).

Tuometlim,,_, ) = g

3) Metrine erde (C([a, b]), p) — pilna. Cia atstumag(z, y) = sup,,«, |2(t)—
y(t)]. Tarkime,(z,(t)) yra kokia nors fundamentalioji seka e&je C'([a, b]). Tai
reiSkia, kad kiekvienam > 0 egzistuoja toksV, kad

‘xn(t> —xn(t)] <e, (5)

kain,m > N visiemst, a < t < b. Vadinasi, sekdz,, (¢)) tolygiai konverguoja.
Priminsime ka tai reiskia.

Teorema 16.1 (KoSi kriterijus) Funkcijy sek& f,.(x)} aibéje X konverguoja to-
lygiai | kokia nors ribing funkcija tada ir tik tada, kdiiekviengzs > 0 atitinka
toks numerisV(e), kad visiz i$ aibesX tenkina nelygybe

‘fn-ﬁ-m(x) - fn(x)| <g,
kain > N(eg), om — bet kuris nat uralusis skaiCigs: € N).

Vel pasinaudokime matematine analize. Kadangi dekgt)} tolygiai konver-
guoja ir funkcijosz,, (t) yra tolydZzios, tai ribie funkcijaz(t) bus tolydi. Pereiki-
me prie ribos nelygybje (5), kaim — oo. Tuomet

|z, (t) — x(t)| < e, Vtir¥n> N.
O tai ir reiSkia, kad{z,,(¢)} konverguoja jr(¢) metrikosp atzvilgiu. O
Dabar pateiksime kelis pverdviy, kurios nera pilnos.
1) Nagrirekime racionaliyjy sk&iy aibeQ su atstumw(ry, o) = |r1 — ral.
Erdve (Q, p) yra metrire. Paimkime seka,, = (1+2)". Siseka yra fundamentali,

nes ji konverguoja ¢, bet jos riba nepriklaus@.
2) Nagrirekime erdve” ([0, 1]), t.y. C([0, 1]) su metrika

olfrg) = / (@) — g(a)] da.

Nagrirejama metrika galima interpretuoti kaip plota tarp kieif ir g.
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i | )
a }

a(f,8)
1 -2_

Parodysime, kad ji nepilna. Konstruojame seka

~1, kai0 <z <j—1,
fal@)=qnz—2%, kaii-Ll<az<g<iql n>3
1, kaij+ < <z<1,

Si seka fundamentali, nes kai > n

1 1/2—1/n
oo fr) = / @) — fonle)] do = / Fal@) — funle)| da

1

1/2+41/n
[ @ = fa@ldat [ (fla) = Sl do

/2-1/n 1/241/n

1/2+1/n ) A
- / |fo(z) = fn(z)|dx <2 — = —.
1/2—1/n 0N

Vadinasi,o(f,, fm) < €, kain > [2] = N(e).
Nesunku pastedi, kad kiekviename taskee [0, 1]

-1, kaize€|0,1),
falz) — g(x) = 40,  kaiz =3,
1, kaize (3,1],
t.y. funkcijos f,, konverguoja pataskiui j tr ukia funkcija.
Funkcijag(x) beveik visur lygi funkcijai

—1, kaiz€]0,2),
g(:c) — . [1 2)
1, kaixel[;,1]

47



Funkcijag(x) yra beveik visur tolydi ir

/0 l9(z) — §(2)] dz =0,

t.y. p(g, g) = 0. Todel pakanka nagreti atstuma( f,,, g). Aidku, kad
1/2 1/2+1/n

g = [ i) —g@ldes [ 1) gt de

1/2+1/n 1/241/n .
=2 [ a2 [ (e D
1

/2 1/2
2

Gavome, kad erdsje ' (|0, 1]) fundamentalioji funkciju sekdf, } konverguoja i
tr ukia funkcijgj(x). Todel erdwe C; ([0, 1]) néra pilna.
3) Erdwe (5 ([0, 1]), t.y. C([0, 1]) su metrika

i ={ [ i) - g<x>|2da:}1/2

1/2+1/n 1 .
=— =0, kain — oo.
1/2 n

irgi nera pilna.

Teorema 16.2 Metrine erdveX bus pilna tada ir tik tada, kai joje bet kuri jdéety
vienas | kita uzdary rutuliy seka, kuriy spinduliaitaja j nulj, turi netuscia san-
kirta.

Si teorema apibendrinadtl) vienas | kita intervaly lema, kuri formuluojama
matematieje analizje.

Teorema 16.3 Pilnos metrinés erdvEsX, p) poerdvis(Y, p) yra pilna erdve tada
ir tik tada, jei Y yra uzdara aibe.

Pvz.Aibe X = {r € R:0 <z < 1} C R sumetrikad(z,y) = |x — y| néra
pilna erde, bet{x € R : 0 <z < 1} jau pilna erde.

17 Tolyd us metriniy erdviy atvaizdziai

Apibr ezimas 17.1Tarkime,(X, p) ir (Y, d) yra dvi metrinés erdvés, p— atvaiz-
disiSX |Y,ty. f: X — Y. Atvaizd|f vadinsimetolydziu taske =, € X, jei
kiekvienant > 0 egzistuoja toks(e, ) > 0, kad

d(f(@), f(z0)) <e

visiemsz € B(zg,0) = {x € X: p(z,z9) < 0}. Atvaizdisf: X — Y
vadinamagolydziuoju, jei jis yra tolydus kiekviename erdvéstaske.
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Apibr éZimas 17.2Sakoma, kad atvaizdis: (X,p) — (Y,d) tenkina LipSico
salyga su konstanta, jei su bet kokiaig:, y € X teisinga nelygybe

d(f(z), f(y)) < Lp(z,y).

Akivaizdu, kad jei atvaizdis tenkina LipSico salyga, fiaiyra tolydus. Tikrai.
Imkime bet kokje > 0 ir pazymekime) = /L. Tuomet, kaip(z,y) < 4, tai
d(f(x), f(y)) < Lp(z, y) <e.

1 pvz. Atvaizdis f (z fo t)sint dtiSerdwesC([0,1]) | R, t.y. f: C([0,1]) —
R, yra LipSico.

Sprendimas

/01 (z(t) — y(1)) sintdt‘ g/l |z (t) —y(t)| dt

< — = .
< goo ()~ w0 [t = g 2t6) (0

2 pvz. Atvaizdis f: C([0,1]) — C(][0, 1]), apibeztas lygybé fz)(t) = z(0) -
t2, yra LipSico.

SprendimasPasiaiSkinkime, kaip suprasti uzra¥a:)(¢). Kiekvienai funkci-
jai (aibesC(]0, 1]) elementui)z € C([0, 1]) priskiriama kita funkcijafz, kurios
reiSme tasSket apibeZiama lygyber(0) - t2. Taigi

p(f. Fy) = pews [2(0) - # = y(0) - ] = [2(0) — (0)| < guax 2(t) — y(0)].

UZduotys

Ar atvaizdziaif yra tolyd us:
a) f: C(]0,1]) — R apibrztas lygybef (z ) (0) — 2:17( ) + 4x(1);

b) f: C([0,1]) — R apibeztas lygybef (x fo —13g

c)f: C([0,1]) — C([0,1]) apibreztas Iygybéfm fo sin t—s) (s) ds;
d) /= C([0,1]) — C([0,1]) apibeztas lygybe fz)(t ) (0) - %

e)f: C([0,1]) — C([0,1]) apibeztas lygybe fx)(t) = 22(t)?

18 Erdves pildinys

Jei erde (X, p) nera pilna, tai ja visada galima tam tikru b udu jjungtilp@
erdve.
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Apibr €Zimas 18.1Tarkime,(X, p) ir (Y, d) yra dvi metrinés erdvées. AbipusiSkai
vienareikSmis atvaizdis (bijekcijg): X — Y vadinamaszometrija, jei p(z,y) =
d(f(x), f(y)) visiemsz,y € X. Erdves(X,p) ir (Y,d), tarp kuriy galima su-
konstruoti izometrinj atvaizdj, vadinam@metrinemis

Erdviy (X, p) ir (Y, d) izometrija reiSkia, kad metriniai rySiai tarp ju element
yra tie patys. Gali skirtis tik elementy Kiken(prigimtis), o tai metriniy erdviy
poZi uriu yra neesminga. Ateityje izometrines erdvestiagiae.

Aibe, gauta prijungus prid visus jos ribinius taskus, vadinamae#® uzda-
riniu ir ZymimalA].

(3

Apibr eZzimas 18.2Aibe A C (X, p) yra visur tirSta erdvejeX, jei jos uzdarinys
[A] sutampa su visa erdvg.

Apibr éZimas 18.3Tarkime,( X, p) yra metrine erdvé. Pilna metriné erdv& *, p*)
vadinama erdvetX, p) pildiniu, jei 3 erdves( X*, p*) poerdvis(Y, p*), kuris yra
visur tirStas(X*, p*) ir kuris yra izometrinis( X, p).

Teorema 18.1 Kiekviena metring erdve galima papildyti iki pilnosio¥isi jos
pildiniai yra izometriski.

1 pvz. Aibe visuy realiyjy skaiiy yra racionaliyjy sk&iy pildinys, nes racio-
naliyjy ska€iy aibe yra visur tirSta erdeje R.

2 pvz. Tarkime, Cy([0, 1]) — erde daugianariy, apibZty intervale [0,1] su
metrikap (p,q) = max [p(t) —q(t) |, p.q € Co([0,1]). Erdve Cq ([0,1]) yra

o< < 1
nepilna, bet ji visur tirstd’ ([0, 1]). Dabar tuo jsitikinsime.

IS VejerStraso teoremos turime, kad bet kokiai funkcijet) € C([0,1]) eg-
zistuoja daugianarig(t) toks, kadsup, |z(t) — p(t)| < &, t.y. p(z,p) < e, Cia
e > 0 —duotas sk&ius. O tai ir reilejo jrodyti.

Todel erdesCy ([0, 1)) pildinys yra izometriSkas erdveéi ([0, 1]).

3 pvz. ErdvesC, ([0, 1]), t.y. erdwe tolydziy funkcijy su metrika (z,y) =

1 v
<f |z (t) —y ()| dt) , pildinys yra erde, izometrire L, ([0, 1]).
0

19 Sutraukiantysis atvaizdis
Tarkime, (X, p) yra metrire erd\e.

Apibr ézimas 19.1AtvaizdisA : X — X vadinamas sutraukianCiuoju, jé
teigiamas skaiCiusy < 1 toks, kadp (Azx, Ay) < ap(z,y) visiemsz,y € X.
TaSkas X, su kuriudz = x, vadinamas atvaizdzio A nejudamuoju tasku.
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Teorema 19.1 (Banacho teoremaet koks sutraukiantysis atvaizdis, apibreztas
pilnoje metringje erdveje X, turi viena ir tik viena ndamajj taska.

[rodymas. Fiksuokime bet kurj elements, € X ir apibrezkimex; = Axg, xo =
Az, = A%z irtt., ty. apibezkimez,, = Az, = A"x,.

[rodysime, kadz,,) yra KoSi seka. Remiantis Sios sekos nariy agibmais ir
tardami, kadn > n, turime:

1Y (l’n, xm) = p (An%, Ame) g an,O (x07xm—n)
< o {p (1’0,.1’1) +p (1’1733‘2) T t+p (xm—n—lu xm—n)}
1
1—

Kadangia < 1, tai imdami n pakankamai didelj gausime, kad deJmue gali
b uti kiek norima maZa. §a seka, kadz, ) yra KoSi seka. Kadangi eréuX yra
pilna, taid toks elementas € X, kad lim z,, = .

n—~o0

[rodysime, kadAx = x. IS tikryjuy,

< ap(wo,m) {1+ a+a’+ .. +a" " < alp (g, 1)

p(z,Ax) < pl(x,x,) + p(xn, Az) = p(x,2,) + p (Azp1, Ax)
< P (wan) + ap (xn—lax) :

TaCiau bet kokianme > 0 ir pakankamai dideliems n turime, kadz, x,,) <
sirap(r,v,-1) < 5. Vadinasi,p(z, Ar) < . Kadangie > 0 yra laisvai
pasirinktas, tap (x, Az) = 0, t.y. Az = x.

Lieka jrodyti, kad nejudamas taskas yra vienintelis. Jelar vienas taSkas
y € X, sukuriuocAy =y, taip (z,y) = p (Az, Ay) < ap (z,y).

Kadangia < 1, tai 8i nelygyle teisinga vieninteliu atveju, kai(z,y) = 0.
Vadinasi,x = y.

20 Sutraukiancio atvaizdzio taikymas. KoSi uzdavi-
nys
Nagrirekime diferencialing lygtj

dy

su pradine salyga(zo) = yo.
Tarkime, kadf apibrezta ir tolydi tam tikroje srityj&7, kuriai priklauso taskas
(x0, Y0), it Sioje srityje tenkina LipSico salyga kintamajaatzvilgiu, t.y.
|f (@, 31) = f (2, 92) | < Llyy — w2l
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[rodysime, kad tam tikrame intervale — z,| < a egzistuoja ir tik vienas (6)

lygties su pradine salygg xy) = yo sprendinys) = o(z).
(6) lygtis su pradine salyg@ o) = yo yra ekvivalenti integralinei lyGai

p(x) = yo +/ F(t p(t))dt. (7)
Kadangi funkcijaf yra tolydi, tai| f(x, y)| < K tam tikroje srityjeG’ C G Kuriai
priklauso(zg, yo) € G'. Parinkimea > 0 taip, kad b uty patenkintos salygos:

1) (z,y) € G, jei|r — xo| < a, |y — yo| < Ka;

2)L-a<1.

PaZynekime raide”* erdve tolydziy funkcijup, apib@zty intervaléx —zq| <
a ir tokiy, kad |p(z) — yo| < Ka. Atstuma erdeje C* apibéZzkime lygybe
p(p1, p2) = MaXy,—a<a<zota [P1(2) — p2(x)]. Tuomet(C*, p) yra pilna met-
riné erde, nes ji yra uzdaras pilnos metem erdes poaibis, t.yC* C C([zy —
a, o + al). (C* uzdarumas seka is pvz., kuris buvo iSnagtas 15 skyrelyje.)

Nagrirekime atvaizdjdy, apibezta formule

Ap(z) = yo + / CF (o) d,

Cia |z — zo| < a. Sis atvaizdis pilna erdvg™* atvaizduoja | ja péia ir yra su-
traukiantysis. Tai dabar ir patikrinsime. Tarkime, kade C*, |x — z¢| < a.
Tada

| A () = ol =

/x f(t,go(t))dt‘ < Ka.

zo

Vadinasi,A(C*) C C*. Be to,

@) =A@ < [ IF (o) = S Cpa®)l e
< L

ca  max  |pi(x) — @o(x)] .

ro—alr<ro+ta
Taigi
p(A%, A@z) < La- P(@h 802)-

KadangiLa < 1, tai atvaizdisA yra sutraukiantysis. Vadinasi, lygtis= Ay, t.y
(7), turi vienintelj sprendinj erdsje C*.

Taigi jrodeme KoSi uZzdavinio egzistavimo ir vienaties teorema.

(6) lygties sprendinj mes galime ieSkoti konstruodamingm, = Ay, yo =
Ayr, . Yn = Ayn_1, ... Galima parodyti, kad tikrojo sprendinip(x) ir y,, (x)
skirtumas nevirsija

|,I' _ x0|n+l

y(#) = ()| < K- L
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21 Tiesines erdwes

Apibr ezimas 21.1NetusCia elementy, y, z, ... aibé L vadinama tiesine arba
vektorine erdve, jei ji tenkina salygas:
1. Bet kuriems dviems elementamg < L vienareikSmiSkai apibréztas treCias
elementag € L, vadinamas jy suma ir Zymimast y. Be to:
1) x + y = y + « (komutatyvumas)
2)x+ (y + 2) = (z +y) + z (asociatyvumas)
3) aibéje L egzistuoja toks elementaskadx + 0 = x visiemsz € L
(nulio egzistavimas)
4) Kiekviename € L egzistuoja toks elementasr, kadz + (—z) = 0
(prieSingo elemento egzistavimas)
2. Bet kokiam skaiCiud ir bet kuriam elementui € L apibreztas elementas
ax € L (elementor sandauga iS skaiciaus)
1) o (fr) = (af)x
2Dl-z==x
3) (a+pf)r=ax+ fx
a(x+y) =ar+ay
Tiesing erdve vadinamealigja tiesine erdve jei skaiCiai yra realus. Jei
skaiCiai kompleksiniai, tai erdve vadinarkampleksine tiesine erdve

Pvz.
1. R su jprastiemis suéties ir daugybos operacijomis yra tiesiard\e.
2. R" suma ir daugyba i$ skidiaus apibeziame formugmis:

(X1, T2y ey ) + (Y1, Y2y oy Yn) = (X1 4+ Y1, T2 + Y2, ooy T + Yn)
a (T, xe, .., xy) = (awy, ame, ..., axy,) .

TadaR" bus tiesie erde. Ji vadinama n-ntda realia aritmetine erdve.

3. TolydZiosios funkcijos apil@Ztos intervaléa, b] su jprasti@mis sumos ir
sandaugos iS skiiaus operacijomis yra tiesgrerdwe C' ([a, b]).

4. Erdwesl? (0 < p < 00), 1>, LP (a,b) yra tiesires.

Apibr eZzimas 21.2Tiesines erdves ir L* vadinamos izomorfinemis, jei tarp ju
elementy galima nustatyti abipus vienareikSmj atvavaaa, iSlaikantj algebrines
operacijas, t.y. tokj, kad jei «— z*ir y «—— y* tai (v +y) «—— ="+ y*ir
axr «— ax’.

Paprastai izomorfines tiesinés erdves sutapatinamessjntiesines strukt uros
vienodos.
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Pavyzdys
Tarkime, P, (T'), T C R, - polinomuy su realiaisiais koeficientais, kuriy laips-
nis nevirsijak, aibe. TuometP, (T') yra tiesire erde. ErdvesR"™ ir P, ([a, b])

izomorfires, o formulef (x) = p th v = (w0, 1, ..., 7,) , t € [a, b] apradytas
k=0
atvaizdavimag : R"*! — P, ([a, b]) yra abipusi$kai vienareik$mis.

Apibr ezimas 21.3Elementaizy, ..., x,, € L vadinamitiesiSkai priklausomais
jei egzistuoja tokie skaiialy, ..., A,, kad> ", _, |\¢| # 0, betd " Az = 0.
Jei lygybéd ") _, Az, = 0 galima tiktai tada, kaiz; = ... = A, = 0, tai
elementairy, ..., z,, vadinamitiesiSkai nepriklausomais
Aibe A C L vadinamatiesiSkai nepriklausomajei bet kuris jos elementuy
baigtinis rinkinys yra tiesiSkai nepriklausomas.

Pavyzdys(tiesinis priklausomumas). Tarkimg, ## 0. Tuomet

Y S U . 0 R (|
Ty = )\n I )\n T )\n Tpn—1,

arba, jei paiyriasime—j—; = i, taixz, = a1 + poTo + oo+ fln_1Tp_1.
Siuo atveju sakome, kad elementasyra tiesineelementuyz, ..., z,, kombi-
nacija.

Apibr eZzimas 21.4Tarkime, L — tiesine erdve. Aib& C L vadinama tiesine
daugdara, jei aibeil’ kartu su elementais, , ..., z,, priklauso bet kokia jy tiesine
kombinacijac; x4, ..., a,x,.

Pastebsime, kad tiesinei daugdarai priklauso nulinis elemetutds tikryjy, ka-
dangi £ — netugia, tai jai priklauso kazkoks elementas KadangiFE — tiesire
daugdara, tai jai priklauso ir elementas: = (—1) - z. Todel jai priklauso ir
z+ (—z) = 0.

Tarkime,z1, ..., x,, yra tiesires erdes L elementai. Visuma visy galimy sumy
> asr; apibiézia tiesine daugdarl, erdweje L. 1S tikryjy, jei elementay,
turi pavidalay; = Y7, oz{ x;, j = 1,2,..., k, tai bet kokia Siy elementy tiegn
kombinacija tenkina lygybex; v, + - - - + oy, = >, B; z;. Vadinasi,Ey yra
tiesire daugdara.

Taip sukonstruota tiestndaugdardr, yra maziausiaiesine daugdara, kuriai
priklauso elementai, ..., z,,. (MaZiausia ta prasme, kad bet kuriai kitai tiesinei
daugdarai, kuriai priklauso elementaiy, ..., z,,, priklauso irE).

Tarkime,{x1, ..., z,, ...} yra skaiti elementy i aibe. MaZiausia tiesine daug-
dara, kuriai priklauso Sie elementai, yra@wisy galimy sumg@_"_, A, z;, Cia ne
tik \; yra bet kokie skdiiai, bet irn jgyja bet kokias nat uraliasias reikSmes.
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Apibr ezimas 21.5AibesE C L tiesiniu apvalkaluspan F vadiname maziausia
tiesing daugdara erdvejg, kurios poaibis yra aibejé’. Taigi,

span E = {Z N @1, Tn € B, M, M, € RarbaC, n € N} .
i=1

Jeitiesires erdesL tiesine daugdard’ apibreziama naudojant baigtinj skau
elementy, tai ji vadinama baigtiniamate.

Jei £ — tiesire daugdara erdyje L, tai £ — tiesire erdwe ty p&iy kaip ir L,
suckties ir daugybos i$ skiaus operacijy atzvilgiu.

Apibr eZimas 21.6Tiesine erdve. vadinamam-mate(Zymimadim L = n), jei
toje erdveje egzistuojau tiesiSkai nepriklausomy elementy ir bet kurie+ 1
elementai yra tiesiSkai priklausomi.

Jeidim L = n, tai bet kurisn tiesiSkai nepriklausomuy elementy rinkinys va-
dinamaserdvesL baze

Jei erdeje L egzistuoja be galo daug tiesiSkai nepriklausomy eleméat ,
sakoma, kad. begaliniamaé, arba begaligs dimensijos. Zymimdim L = co.

Pavyzdys

Tarkime, kadL yra kokia nors tiesia erde ir = yra koks nors jos nenulinis
elementas. Aib elementy{ Az}, Cia A € R arbaC, yra vienintet erdwe. Ji
vadinama tiese.

Pavyzdys

dim C ([a,b]) = oo, nes sekdt") C C([a,b]), n = 0,1, ..., yra tiesiSkai
nepriklausomuy elementy ab

22 Tiesiniai funkcionalai

Skaitine funkcijaf, apibezta tam tikroje tiesigje erdeje L, mes vadinaméunk-
cionalu.

Funkcionalaf vadinameadityviuoju, jei f (x +y) = f (z) + f (y), Vz,y €
L.

Funkcionalaf vadinamehomogeniniu, jei f (ax) = af (x), o — bet koks
skatius.

Adityvujj homogeninj funkcionala vadinantesiniu funkcionalu.

Pavyzdziai:
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1.R" a = (ay, ..., a,) — bet koks fiksuoty skatiy rinkinys. Tuometf (z) =
> a; x;, x € R™, yratiesinis funkcionalas eréje R", nes
i=1

r+y = (v +yL,T2 Y2, T+ Yn), ar = (aaq, ..., aay),

flaty) = D ai(m+y) =) awi+Y ayi=f(z)+f()
flax) = Zai (ami):aZaixi:af(x)
2. IntegralasF' (z) = fab:):(t) dt yra tiesinis funkcionalas eréje C' ([a, b]).
Tikrinam.
b b b b
/(x+y)(t)dt=/ (a:(t)+y(t))dt:/ x(t)dt+/ y(t) dt
= f@)+ fy),
flaz) = /(am)(t)dt:/ ozx(t)dtzoz/ 2(8)dt = af(z).

3. Funkcionalag (z) = z(3), z € C([0, 1]), yra tiesinis funkcionalas. Tikrinam.

faty) = @ro)(z) =) +u(3) = F@) + 7).

flz+vy)

2 2
flar) = (an)(5) =a-a(5) = af(@).
4. Funkcionalag”(x fo lz(t)| dt, x € C([0,1]), nera tiesinis funkcionalas.

Sprendlmaslmklme dvi tolydzias funkcijas:,(t) =t — 1ir x1(t) = 1 —t
priklausagias erdveiC'(]0, 1]). AiSku, kadF(zy + z3) =0, 0

F(z)) /|t—1|dt /(1—t)dt:1/2, F(zs) = 1/2.

Todel F'(z1) + F(z2) = 1. Taigi F' (1 + z2) # F (z1) + F (z2). Vadinasi, era
lygybesF (z +y) = F (z) + F (y), Vz,y € C([0,1]).

5. Funkcionalasf(z) = maxo<<1 z(t), x € C(][0, 1]), nera tiesinis funkcio-
nalas.

UZduotys

Ar funkcionalaif: C([0,1]) — R yra tiesiniai:
/ﬂxﬂ dt, 2. f(x):/1(1—2t)x(t)dt,
0
3. f(z) = )—2x<;>+4x(1)?
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