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18. Tolyd ūs metrinių erdvių atvaizdžiai . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
19. Erdv̇es pildinys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 46
20. Sutraukiantysis atvaizdis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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1 Aibių atvaizdžiai

Aibės sąvoka yra pirmiṅe ir neapibṙežiama naudojant kitas sąvokas. Ją galima tik
paaiškinti sinonimais bei pavyzdžiais. Aibe vadiname rinkinį kokių nors objektų,
sujungtų į vieną visumą pagal kurį nors požymį. Tačiau praktiškai apib ūdinant
aibes, nurodant jų charakteringajį elementų požymį, susiduriama su sunkumais,
kurie susiję su kalbos nevienareikšmiškumu. Todėl matematikoje buvo sukurtos
aibių teorijos aksiomatikos. Jų̌cia nenagriṅesime.

Objektai, kurie sudaro aibę, vadinami aibėselementais. Aibė, neturinti ṅe vie-
no elemento, vadinamatuščiair žymima∅. Sutarta, kad tuš̌cioji aibė yra kiekvie-
nos aiḃes poaibis. Jeigu aibę sudaro baigtinis elementų skaičius, tai aiḃe vadinama
baigtine. Tuš̌cioji aibė pagal apibṙežimą yra baigtiṅe. Jeigu aibę sudaro begalinis
elementų skaičius, tai ji vadinamabegaline. Aibė, kurią sudaro vienas elementas,
vadinamavienelemente.

Apibr ėžimas 1.1Sakykime,X, Y yra dvi aibės ir nurodytas dėsnis (taisyklė),
kuris kiekvienamx ∈ X priskiria vienintelį y ∈ Y . Tas dėsnis (taisyklė) yra
vadinamas aibėsX atvaizdžiuaibėjeY ir žymimaf : X → Y ; f : X ∋ x →
f(x) ∋ Y ; y = f(x), x ∈ X.

Atvaizdžio sinonimai yra terminai funkcija, operatorius,atitiktis, transforma-
cija. Elementasy = f(x) yra vadinamas funkcijosf reikšme taškex, aibė X –
funkcijosf apibrėžimo sritimi(žymimeD(f)), aibėy – funkcijosf kitimo sritimi,
aibėR(f) := {f(x) ∈ Y : x ∈ X} – funkcijosf reikšmių sritimi.

JeiA ⊂ X, B ⊂ Y , tai aiḃe

f(A) := {f(x) ∈ Y : x ∈ A}

yra vadinama aiḃesA vaizdu, o aiḃe

f−1(B) := {x ∈ X : f(x) ∈ B}

– aiḃes Bpirmavaizdžiu. JeiguB = {y}, tai aiḃe

f−1(y) := {x : f(x) = y}

yra vadinama elementoy pirmavaizdžiu.
Jeiguf(X) = Y , tai atvaizdisf yra vadinamas aiḃesX siurjekcija į aibęY

arba aiḃesX atvaizdžiųi aibęY . Vadinasi,f : X → Y yra siurjekcija, jei visiems
y ∈ Y egzistuojax ∈ X toks, kadf(x) = y.

Jeiguf : X → Y , ∀x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 turime, kadf(x1) 6= f(x2), tai
atvaizdisf vadinamas aiḃesX injekcija aibėjeY . Arba, jei visiemsy ∈ f(X) ⊆
Y egzistuoja vienintelisx ∈ X toks, kadf(x) = y.
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Jeiguf : X → Y yra ir injekcija, ir siurjekcija, tai atvaizdisf yra vadinamas
bijekcijaarbaabipusiškai vienareikšmiu atvaizdžiuir žymimaf : X ⇆ Y .

Jeiguf : X ⇆ Y , tai funkcijaf−1 : Y ∋ f(x) → x yra vadinama funkcijos
atvirkštine.

Aišku, jei funkcijaf nėra bijekcija, tai jai atvirkštiṅe neegzistuoja. Iš tikrųjų,
jei f nėra injekcija, tai kažkokiam elementuiy ∈ Y gali atitikti keletas elementų
x iš aiḃesX, o tai prieštarauja funkcijos apibrėžimui. Jeif nėra siurjekcija, tai
aibėje Y bus elementų, kuriemsX nėra pirmavaizdžių, t.y. šiems elementams
atvirkštiṅe funkcija neapibṙežta.

Paveiksl̇elyje (a) pavaizduotas ryšys nėra funkcija. Paveikslėlyje (b) – funk-
cija, paveiksl̇elyje (c) – siurjekcija, paveikslėlyje (d) – injekcija, o paskutiniame
– bijekcija.

4



1 pvz. TarkimeX = Y = R ir f(x) = 3x − 2, x ∈ R. Tadaf yra bijekcija.
Atvirkštinė funkcija busx = (y + 2)/3.

2 pvz. Tarkime, kadX = Y = R. Funkcijaf(x) = x2 nėra siurjekcija, nes
neigiami skaǐciai išY = R nėra vaizdai elementų išX = R, kai f : X → Y .

3 pvz. Tarkime, kadX = Y = R ir

f(x) =

{

2x− 1, x 6 0,

x, x > 0.

Ši funkcija ṅera siurjekcija, nes aibėsX vaizdas nesutampa su aibeY , t.y. egzis-
tuoja tokiųy ∈ Y , kurie nepriklausof(X).

4 pvz. X = {1, 2, 3, . . .}, Y = {2, 4, 6, . . . , 2n, . . .}. Kiekvienam aiḃesX
elmentuin priskiriame aiḃesY elementą2n. Taigi sukonstravome bijekciją.

5 pvz. X = [0, 1], Y = [a, b], a < b. Atvaizdisy = a + (b− a)x yra bijekcija,
t.y. abipusiškai vienareikšmis.

Užduotys

1. Ar funkcijaf : R→ R, apibṙežta lygybef(x) =

{

3 + x, kai x < 0,

4− x, kai x > 0
yra

injekcija?

2. Tarkime,f : R → R, apibṙežta lygybef(x) =







x− 1, kai x 6 1,

ax + b, kai x ∈ (1, 2),

x + 1, kai x > 2.
Parinkitea ir b taip, kad funkcija b ūtų bijekcija.

3. Ar atvaizdisf(x) =







x, kai x ∈ (−∞, 0),

−x2, kai x ∈ [0, 2),

x− 1, kai x ∈ [2, +∞)

yra siurjekcija, in-

jekcija, bijekcija išR į R?
4. Įrodykite, kad funkcijaf : [1,∞)→ [0,∞) apibṙežta lygybef(x) = x− 1

x

yra bijekcija.
5. Ar funkcijaf : R → R apibṙežta lygybef(x) = min(x, x2) yra siurjekci-

ja?
6. Įrodykite, kad funkcijaf : R→ R apibṙežta lygybef(x) = x3 + x + 1 yra

injekcija.
7. Ar atvaizdisf(z) = z + (−1)|z| yra bijekcija išZ į Z? Čia Z yra sveikųjų

skaǐcių aiḃe.
8. Pažyṁekime lyginių skaǐcių poaibį išZ raideL. Sukonstruokite bijekciją

iš L į N.
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9. Sukonstruokite bent vieną bijekciją tarp[0, 1) ir [0,∞).
10. Ar funkcija

f(x) =

{

x, x ∈ Q,

−x, x ∈ R\Q
yra bijekcija?ČiaQ yra racionaliųjų skaǐcių aiḃe.

11. Sukonstruokite bijekciją išQ ∩ [a, b] į Q ∩ [c, d]. Čia a < b, c < d, Q –
racionaliųjų skaǐcių aiḃe.

2 Ekvivalančios aiḃes

Paṁeginsime rasti b ūdus aibėms palyginti pagal jų elementų gausumą.
Jei turime dvi baigtines aibesA ir B, tai nustatyti, kurioje iš jų daugiau ele-

mentų, galime šitaip. Suskaičiuokime aiḃesA elementus, t.y. kiekvienam aibėsA
elementui priskirkime iš eilės po vieną nat ūralųjį skaičių. Tą patį padarykime ir
su aiḃesB elementais. Palyginę vienos ir kitos aibės elementų skaičių, gal̇esime
pasakyti, kuri iš aibių turi daugiau elementų, o gal abi turi jų po lygiai. Paste-
bėsime, kad tvarka, kuria skaičiuosime elementus, visai nesvarbu. Tačiau galime
palyginti abiejų aibių elementų skaičius ir neskaǐciuodami jų elementų. Tuo tiks-
lu pakanka kiekvienam aibėsA elementui priskirti lygiai vieną aiḃesB elementą.
Jei liks aiḃesA elementų, tai joje yra daugiau elementų, negu aibėjeB. Pagaliau,
jei neliks nei vieno aiḃesA ir nei vieno aiḃesB elemento, tai abi aiḃes turi vieno-
dą elementų skaičių. Pastaruoju atveju tarp abiejų aibių bus nustatyta abipusiškai
vienareikšṁe atitinkamyḃe, t.y. bijekcija. Kokia tvarka priskiriame vienos ai-
bės elementus kitos aibės elementams, – mums vistiek, svarbu tik, kad egzistuotų
abipusiškai vienareikšṁe atitinkamyḃe.

Nagriṅekime begalines aibes. Kaip jas palyginti? Mes negalime kalbėti apie
jų elementų skaičių, kaip baigtinių aibių atveju. Kiekybine bet kokios aibės cha-
rakteristika, kuri apibendrina aibės elementų skaičiaus sąvoką, yra aibės galia.

Apibr ėžimas 2.1Dvi aibės vadinamosekvivalenčiomisarba vienodos galios, jei
tarp jų galima nustatyti abipusiškai vienareikšmę atitiktį. Aibių ekvivalentumą
žymėsimeA ∼ B.

Taigi, jų palyginimui, kaip ir baigtinių aibių atveju, pakanka sukonstruoti bi-
jekciją.

Dvi baigtinės aiḃes yra ekvivaleňcios tada ir tik tada, kai jos turi tą patį ele-
mentų skaǐcių. Kiekvienai aibei priskiriame simbolį, kurį vadinsime aiḃes kar-
dinaliniu skaǐciumi arba galia. Baigtiṅes aiḃesA galia laikysime jos elementų
skaǐcių NA ir rašomecard A = NA. Tuš̌cia aiḃe ∅ turi galią lygią nuliui, t.y.
card ∅ = 0.
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Nusakant abiejų aibių ekvivalentumą, pakanka nurodytibent vieną abipusiškai
vienareikšmę atitiktį tarp šių aibių.

Pvz. Raskime bijekciją tarp aibiųZ ir N.
Funkcija

f1(z) =

{

2z + 1, kai z > 0,

2|z|, kai z < 0,
z ∈ Z,

(t.y. neneigiamam skaičiui z > 0, z ∈ Z, priskiriame nelyginį nat ūralųjį skaičių
2z + 1, o neigiamam skaičiui z < 0, z ∈ Z, – lyginį nat ūralųjį skaičių) yra
bijekcija tarp aibiųZ ir N.

Funkcija

f2(n) =
[n

2

]

(−1)n, n ∈ N.

irgi yra bijekcija tarp aibiųN ir Z. �

Iš ekvivalentumo apibṙežimo betarpiškai išplaukia tokios ekvivalentumo sa-
vybės:

1) A ∼ A (refleksyvumas);
2) jeiguA ∼ B, tai B ∼ A;
3) jeiguA ∼ B, B ∼ C, tai A ∼ C.

Užduotys

1. Įrodykite, kad aiḃesR ir (a, b) yra ekvivaleňcios.
2. Įrodykite, kad aiḃes[π, 3π) ir [3,∞) yra ekvivaleňcios.
3. Įrodykite, kad aiḃes[3π,∞) ir [0, π) yra ekvivaleňcios.

3 Skaǐcios aiḃes

Tarp begalinių aibių savo paprastumu išsiskiria nat ūraliųjų skaǐcių aiḃe. Aibės,
ekvivaleňcios nat ūraliųjų skaičių aibei, yra vadinamosskaičiomisaibėmis. Visos
kitos begaliṅes aiḃes vadinamos neskaičiomis.

Aibė yra skaiti, jei jos elementus galima sunumeruoti nat ūraliaisiais skaǐciais,
naudojant visus tokius skaičius, taip, kad skirtingi elementai turėtų skirtingus nu-
merius.

1 pvz. Imkime Z. Sveikųjų skaǐcių aiḃe yra skaiti, nes aiḃes Z ir N yra
ekvivaleňcios, nors irZ ⊃ N. Lyginių skaǐcių aiḃe {2, 4, 6, 8, . . .} yra skaiti,
nes tarp aibių{2, 4, 6, 8, . . .} ir N galima sukonstruoti bijekcijąn ↔ 2n, nors ir
{2, 4, . . . , 2n, . . .} ⊂ N. �

Priminsime, kad jei dvi aiḃes yra ekvivaleňcios, tai sakoma, kad jos yravie-
nodos galios. Nat ūraliųjų skaičių aiḃes galią arba kardinalinį skaičių žymėsime
card N. Taigi card Z = card{2, 4, . . . , 2n, . . .} = card N.
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Galima įrodyti, kad nat ūraliųjų skaičių aiḃesN galia yra mažiausia tarp visų
begalinių aibių galių.

Teorema 3.1 Iš kiekvienos begalinės aibės galima išskirti skaitų poaibį.

Įrodymas. Sakykime, turime begalinę aibęA. Imkime kurį nors jos elementą
a1. Kadangi aiḃe begaliṅe, tai aiḃe A − {a1} bus taip begaliṅe ir iš jos galima
išskirti elementąa2. Aibė A − {a1, a2} – taip pat begaliṅe. Iš jos galime išskirti
elementąa3. Ši procesą galėsime tęsti neapibrėžtai ilgai. Gausime elementų seką
a1, a2, . . . , an, . . . kuri sudarys aiḃesA poaibį.

Teorema 3.2 Kiekvienos skaičios aibės poaibis yra baigtinis arba skaitus.

Įrodymas. Sakykime,A – skaiti aiḃe,B – jos poaibis. SunumeruosimeA ele-
mentus nat ūraliaisiais skaičiais: a1, a2, a3, . . .. Peržvelgsime dabar iš eilės visus
šiuos elementus ir išrinksime iš jų aibės B elementus, išdėstydami juos ta tvarka,
kuria jie pasitaikys tarp aiḃes A elementų:an1

, an2
, an3

, . . . Gausis arba baigtiṅe
aibė arba begaliṅe seka. Pastaruoju atveju turėsime, kadB yra skaiti.

Išvada 3.1 Jei iš skaičios aibės atimsime baigtinę aibę, tai skirtumas bus skaiti
aibė.

Įrodymas. Sakykime,A – skaiti, B – baigtiṅe aiḃe. Jei skirtumasA − B
b ūtų baigtiṅe aiḃe, tai aiḃe (A − B) + B b ūtų baigtiṅe, o to negali b ūti, nes
A ⊂ (A−B) + B. Tuo b ūdu,A−B yra begaliṅe aiḃe. TǎciauA−B ⊂ A, todėl
pagal 3.2 teoremą ji yra skaiti.

Teorema 3.3 Skaičių aibių skaiti suma yra skaiti.

Įrodymas. Sakysime turime skaičią sistemą aibiųA1, A2, . . . Aibes ir jų ele-
mentus užrašykime tokiu b ūdu

A1 = {a11, a12, a13, a14 . . .} ,
A2 = {a21, a22, a23, a24 . . .} ,
A3 = {a31, a32, a33, a34 . . .} ,
A4 = {a41, a42, a43, a44 . . .} ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Teoremos įrodymui pakanka rasti b ūdą, kaip parašyti sekos pavidalu visus šiuos
elementus, iš pasikartojančių imant tik po vieną elementą. Tai galima atlikti šitaip:

a11, a21, a12, a31, a22, a13, a41, a32, a23, a14, . . .
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Pradžioje imame elementus, kurių abiejų indeksų suma yra 2, po to tuos, kurių
indeksų suma yra 3, toliau – suma 4, suma – 5 ir t.t. Iš pasikartojaňcių elementų
imsime tik po vieną elementą. Tuo b ūdu išsemsime visų aibių visus skirtingus
elementus, t.y. tų aibių sumą. Gausime begalinę seką,nes į ją įeis, pavyzdžiui,
visi aibėsA1 elementai. Taigi suma yra skaiti aibė.

B ūdas, kuriuo sunumeravome aibių sumos elementus, nėra vienintelis. Ga-
lėjome juos numeruoti, skysime, ir šitaip:

a11, a21, a22, a12, a31, a32, a33, a23, a13, . . . ;

a11, a12, a21, a13, a22, a31, a14, a23, a32, a41, . . .

Teorema 3.4 Visų racionaliųjų skaičių aibė yra skaiti.

Įrodymas. Sakykime,∀k ∈ N

Ek =
{k

1
,
k

2
,
k

3
, . . .

}

.

TadaEk ∼ N ir iš 3.3 teoremos išplaukia, kad∪∞k=1Ek ∼ N. Taigi visų teigiamų
racionaliųjų skaǐcių aiḃe yra skaiti.

Analogiškai, visų neigiamųjų racionaliųjų skaičių aiḃe yra ekvivalenti aibeiN.
Taigi aiḃeQ yra skaiti. �

Dviejų aibiųA ir B saundaugavadiname visumą dvejetų(a, b), čia a yra bet
kuris aiḃesA elementas, ob – bet kuris aiḃesB elementas, ir žymimeA × B.
Dažnai taip apibṙežta aibių sandauga vadinama Dekarto sandauga.

2 pvz. A = {a, b, c}, B = {c, d}, tai

A×B = {(a, c), (a, d), (b, c), (b, d), (c, c), (c, d)} .

Jei aiḃeA turi m, o B – n elementų, tai, aišku,A×B turi m · n elementų. �

Bendru atveju saundagaA× B nėra komutatyvi, t.y.A× B 6= B × A.
3 pvz. E = [1, 2], F = [3, 4], tai E × F 6= F × E. �

JeiA1, A2, . . . , An – bet kokios aiḃes, tai jų sandaugaA1 ×A2 × . . .×An =
n

X
k=1

An vadiname visumą elementų(a1, a2, . . . , an), kur a1, a2, . . . , an nepriklau-

somai vienas nuo kito perbėga atitinkamai visus aibiųA1, A2, . . . , An elementus.
Analogiškai, aibių sekosA1, A2, . . . , An, . . . sandaugaA1×A2× . . .×An× . . . =
∞
X
k=1

An vadiname aibę visų sekų(a1, a2, . . . , an, . . .), kur a1, a2, . . . , an, . . . nepri-

klausomai vienas kito perbėga atitinkamai visus aibiųA1, A2, . . . , An, . . . elemen-
tus. Paprastai sandaugąA× A, A× A× A ir t.t. žymi A2, A3 ir t.t.
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Teorema 3.5 Baigtinio skaičiaus skaičių aibių sandauga yra skaiti.

Įrodymas. Šią teoremą įrodysime tik dviejų aibių atveju. Bendruatveju jos
įrodymą galima rasti [2] knygoje. Nagrinėkime dvi aibesA = {a1, . . . , an, . . .} ir
B = {b1, . . . , bn, . . .}. Pagal apibṙežimą jų sandauga yra sudaryta iš visų galimų
dvejetų(x1, x2), kur x1 perḃega visus aiḃesA elementus, ox2 – visus aiḃesB

elementus. Teisinga lygybėA×B =
∞⋃

n=1

{(a1, bn), (a2, bn), (a3, bn), . . .}. Kadan-

gi aibės{(a1, bn), (a2, bn), (a3, bn), . . .} yra skaǐcios, tai ir jų suma yra skaiti. Tai
seka iš 3.3 teoremos.

4 pvz. Rn taškų aiḃe {(x1, x2, . . . , xn)}, kurių koordinaṫes yra racionalieji
skaǐciai, yra skaiti.

Užduotys

1. Įrodykite, kad aiḃe{en : n ∈ N} yra skaiti.
2. Įrodykite, kad visų plokštumos apskritimų, kurių centrai turi racionaliąsias

koordinates ir kurių spinduliai yra racionalieji skaičiai, aiḃe yra skaiti.
3. Raskite aiḃes galią, jei ji sudaryta iš visų baigtinių dešimtainiųtrupmenų.
4. Raskite funkcijosx− [x] tr ūkio taškų aiḃes galią.Čia [x] – sveikojix dalis,

t.y. [x] yra didžiausias sveikasis skaičius, neviršijantisx.
5. Įrodykite, kad aiḃe tieṡes intervalų, kurie kas du neturi bendrų taškų, yra

baigtiṅe arba skaiti.
6. Sakykime, kad nagriṅejame tolydžias iš dešinės ir turiňcias ribas iš kaiṙes

monotonines funkcijas apibrėžtasR. Įrodykite, kad tokių monotoninių funkcijų
tr ūkio taškų aiḃe yra baigtiṅe arba skaiti.

4 Kontinuumo galios aibės

Gali susidaryti įsp ūdis, kad visos begalinės aiḃes yra skaǐcios. Tǎciau taip ṅera.

Lema 4.1 (Įdėtųjų intervalų lema)Jei([an, bn]) uždarųjų intervalų seka ir[a1, b1] ⊃
[a2, b2] ⊃ [a3, b3] ⊃ . . ., tai egzistuoja realusis skaičius, priklausantis visiems in-
tervalams[an, bn].

Įrodysime, kad intervalas[0, 1], taigi juo labiau ir platesṅe aiḃe R yra neskai-
čios aiḃes. Kadangi racionaliųjų skaičių aiḃe Q yra skaiti, tai reikš, kadQ galia
yra mažesṅe užR galią ir net už intervalo[0, 1] galią, t.y. kad racionaliųjų skaičių
yra „ daug mažiau” negu realiųjų skaičių.

Teorema 4.1 Intervalas[0, 1] yra neskaiti aibė.
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Įrodymas. Tarkime priešingai teoremos teiginiui, kad[0, 1] – skaiti aiḃe. Tada
visus aiḃes [0, 1] elementus galima parašyti sekos pavidalux1, x2, . . . Padalinki-
me intervalą[0, 1] į tris vienodo ilgio intervalus[0, 1

3
], [1

3
, 2

3
], [2

3
, 1]. Nė vienas

realusis skaǐcius negali priklausyti visiems trims intervalams, todėl x1 nepriklau-
so bent vienam iš šių intervalų. Pažymėkime[a1, b1] tą iš intervalų[0, 1

3
], [1

3
, 2

3
],

[2
3
, 1], kuriam nepriklausox1. Intervalą[a1, b1] vėl dalykime tokiu pat b ūdu į tris

dalis ir pažyṁekime [a2, b2] tą dalį, kuriai nepriklausox2. Jei jau išrinkti inter-
valai [a1, b1] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ir xk /∈ [ak, bk] su visaisk 6 n, tai, dalydami
intervalą[an, bn] į tris lygias dalis, v̇el galime pažyṁeti [an+1, bn+1] tą dalinį in-
tervalą, kuriam nepriklausoxn+1. Taigi įrodėme, kad galime sukonstruoti mono-
toniškai maž̇ejaňcią intervalų seką[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · , turinčią savybę, kad
xn /∈ [an, bn]. Pagal įḋetų intervalų lemą egzistuoja realusis skaičius c, priklau-
santis visiems šiems intervalams ir juo labiau intervalui[0, 1]. Bet jis nesutampa
nė su vienu sekosx1, x2, . . . nariu, nes, jei jis b ūtų lygus kuriam nors sekos nariui,
sakykimexk, tai negal̇etų priklausyti intervalui[ak, bk]. Gauta prieštara įrodo, kad
aibė [0, 1] negali b ūti skaiti. �

Jeia < b, tai funkcijaϕ(x) = a + x(b − a) yra bijekcija[0, 1] → [a, b], t.y.
[a, b] ∼ [0, 1], todėl ir [a, b] yra neskaiti aiḃe. Aibės, ekvivaleňcios intervalui[0, 1],
yra vadinamoskontinuumo galiosaibėmis, arba tiesiog –kontinuumais.

Teorema 4.2 Jei prie begalinės neskaičios aibėsA pridėsime baigtinę arba skaičią
aibęB, tai gautoji aibė bus ekvivalenti aibeiA, t.y. A + B ∼ A.

Teorema 4.3 Jei iš begalinės neskaičios aibėsA atimsime baigtinę arba skaičią
aibęB, tai gautoji aibėA−B bus ekvivalenti aibeiA.

Pvz. 1) Iš 4.3 teoremos išplaukia, kad(0, 1) ∼ [0, 1]. (Per pratybas buvo
sukonstruota bijekcija, kuri aibę(0, 1) atvaizduoja į aibę[0, 1]). Aibė R turi kon-
tinuumo galią, nes, pvz., funkcijaf(x) = ln x

1−x
yra bijekcija tarp(0, 1) ir R.

2) Visų tolydžių funkcijų, apibṙežtų intervale[0, 1], aibė turi kontinuumo galią.
3) Iracionaliųjų skaǐcių aiḃe iš R turi kontinuumo galią (ži ūr. 4.3 teoremą).

�

Egzistuoja ne tik skaičios galios, kontinuumo galios aibės, bet ir didesṅes ga-
lios aiḃes. Egzistuoja kiek norima dideli kardinaliniai skaičiai.

Pvz. 1) Visų realiųjų funkcijų, apibṙežtų intervale[0, 1], aibė turi galią didesnę
nei kontinuumas.

2) Visų aḃesR poaibių aiḃes galia yra didesṅe, nei kontinuumas.
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5 Aibių sistemos

Tarkime aiḃe S yra aibių sistema. Aiḃe V yra vadinama aibių sistemosvienetu,
jei V ∈ S ir kiekviena sistemosS aibė yraV poaibis.

Pvz.S =
{
{1, 2}, {7}, {1, 2, 7, 9}

}
, V = {1, 2, 7, 9}.

Apibr ėžimas 5.1Netuščia aibių sistemaA vadinama aibių algebra, jei
1) sistemai priklauso vienetas,
2) A, B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A, A ∩B ∈ A,
3) A ∈ A ⇒ A ∈ A.

2) sąlygoje pakanka reikalauti, kad arbaA ∪ B ∈ A, arbaA ∩ B ∈ A, nes
A ∪B = (A ∩B), A ∩ B = (A ∪B).

Pvz. 1. Bet kurios aiḃes visų poaibių sistema yra algebra.
2.A = {∅, A}, čiaA 6= ∅, yra algebra.
3. Nagriṅekime aibių sistemąS = {{1, 2}, {4}, {1, 2, 3, 4, 5}}. Ji nėra algeb-

ra. Visada šią aibių sistemą galime papildyti aibėmis iki ji taps algebra. Štai keli
pildiniai:

A =
{
∅, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2}, {3, 4, 5}, {4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4}, {3, 5}

}
,

A1 =
{
∅, {1, 2, 3, 4, 5}, {1}, {2, 3, 4, 5}, {1, 2}, {3, 4, 5}, {4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4},
{3, 5}, {1, 4}, {2, 3, 5}, {1, 3, 4, 5}, {2}, {1, 3, 5}, {2, 4}

}
,

F =
{

visi galimi aiḃes{1, 2, 3, 4, 5} poaibiai
}
. �

Netuš̌cia aibių sistemaF vadinamaaibiųσ-algebra, jei ji yra algebra ir, jei
An ∈ F , n ∈ N, tai

⋃∞
n=1 An ∈ F arba

⋂∞
n=1 An ∈ F .

Tarkime,V yra aibių sistemosS vienetas.S visada galima papildyti naujomis
aibėmis –V poaibiais, kad ji virstųσ-algebra. Pakanka tą sistemą papildyti iki
visų aiḃesV poaibių sistemos. Tačiau kartais galima elgtis ekonomiškiau – imti
mažiau papildomų aibių. Tarp visųσ-algebrų, kurioms priklauso sistemosS ai-
bės, yra pati negausiausiaσ(S), kuri vadinamaσ-algebra, generuota sistemosS,
arba mažiausiaσ-algebra, kuriai priklausoS. Visada egzistuoja vienintelė tokia
σ-algebra, t.y.σ-algebra turinti savybes: a)S ⊂ σ(S) ; b) jei S priklauso kuriai
nors aiḃesV poaibių sistemosσ-algebraiA, tai ir σ(S) ⊂ A.

Aukščiau pateiktame pavyzdyje mes papildėme aibių sistemąS iki algebros.
Mažiausia algebra, generuota aibių sistemosS, yra algebraA, kurią žyṁesime
a(S).

Užduotys

1. Sukonstruokite mažiausias algebras generuotas aibių sistemųS = {{1},
{1, 2, 3, 4}} ir G = {{1, 3}, {1, 2, 3, 4}}. Ar jos sutampa?
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2. Ar aibių sistema{[2, 5], (1, 4), ∅} yra algebra? Jei ji ṅera algebra, tai šią
aibių sistemą papildyti aiḃemis taip, kad ji b ūtų algebra.

6 Borelio σ-algebra

Nagriṅekime intervalą(0, 1]. Pažyṁekime aibių iš(0, 1], sudarytų iš baigtinio
skaǐciaus nesikertaňcių intervalų(a, b] junginių, sistemą raideA, t.y.

A ∈ A, jei A =

n∑

i=1

(ai, bi] ir (ai, bi] ∩ (ak, bk] = ∅, jei i 6= k.

Tarkime, kad∅ ∈ A. Parodysime, kadA yra algebra.
Sakykime,A = (a1, b1] ∪ · · · ∪ (an, bn] yra nagriṅejamo pavidalo aiḃe, t.y.

A ∈ A. TuometA = (0, a1]∪ (b1, a2]∪ · · · ∪ (bn−1, an]∪ (bn, 1] ir jis priklausoA
(kai kurie iš šių intervalų gali b ūti tuščios aiḃes, jeibi sutaps suai+1). Sakykime,
B ∈ A ir B = (c1, d1]∪· · ·∪(cm, dm]. TadaA∩B = ∪n

i=1∪m
j=1{(ai, bi]∩(cj , dj]}.

Kiekviena sankirta yra intervalas (jo pavidalas(·, · ] ) arba tuš̌cia aiḃe. Gauname
sąjungas nesikertančių intervalų. Toḋel A ∩ B ∈ A. TaigiA yra algebra.

Šitaip apibṙežta aibių sistema nėraσ-algebra, nes paėmus aibių sekąAn =
(0, 1− 1

n
] ∈ A gausime, kad∪∞n=1An = (0, 1) /∈ A.

PažyṁekimeB((0, 1]) = σ(A), t.y. B((0, 1]) yra mažiausiaσ-algebra gene-
ruota aibių sistemosA. Ši σ-algebra vadinama intervalo(0, 1] Borelioσ-algebra,
o jos aiḃes –Borelioaibėmis.

Analogiškai galima apibṙežti algebrąA visoje skaǐcių tieṡeje R ir jai atitin-
kaňciąBorelioσ-algebrąB(R).

Pasteḃesime, kad

(a, b) =

∞⋃

n=1

(

a, b− 1

n

]

, a < b,

[
a, b
]

=

∞⋂

n=1

(

a− 1

n
, b
]

, a < b,

{a} =
∞⋂

n=1

(

a− 1

n
, a
]

.

Taigi, Borelioσ-algebraiB(R) priklauso ne tik intervalai(a, b], bet ir vientašk̇es
aibės{a}, bei intervalai(a, b), [a, b], [a, b), (−∞, b], (−∞, b), (a,∞).

Tarkimea < b. Intervalo[a, b] Borelio aibių visumą žyṁesimeB([a, b]) =
{A ∩ [a, b] : A ∈ B(R)}.
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7 Funkcijos be antros r ūšies tr ūkių

Klasikinėje matematiṅeje analiżeje pagrindinį vaidmenį vaidina tolydžios funk-
cijos. Jų klaṡe yra uždara paprasčiausių aritmetinių operacijų atžvilgiu: dviejų
tolydžių funkcijų suma, skirtumas, sandauga ir dalmuo (jei turi prasmę) yra toly-
džios funkcijos. Tǎciau taip ṅera, kai nagriṅejame pagrindinę matematinės anali-
zės operaciją – perėjimą prie ribos. Ne visada tolydžių funkcijų sekos riba, jei ji
egzistuoja, yra tolydi funkcija

Pvz. Tolydžių funkcijų

fn(x) =

{

1− nx, kai 0 6 x 6 1
n
,

0, kai 1
n

< x 6 1

sekos riba, kain→∞, yra tr ūki funkcija

f(x) =

{

1, kai x = 0,

0, kai 0 < x 6 1.

Tam, kad ribiṅe funkcija b ūtų tolydi, reikia papildomų sąlygų.

Apibr ėžimas 7.1Sakoma, kad seka funkcijųfn(x) į funkciją f(x) konverguoja
tolygiai intervale[a, b], jei kiekvienąε > 0 atitinka toks numerisN(ε), kad visi
x ∈ [a, b], kai n > N , tenkina nelygybę

|fn(x)− f(x)| < ε. (1)

Teorema 7.1 Jei visi funkcijų sekos nariai yra tolydžios intervale[a, b] funkcijos
ir ta seka konverguoja tolygiai[a, b], tai ir jos sekos ribinė funkcija tolydi[a, b].

Anksčiau nagriṅetame pavyzdyje funkcijų seka konverguoja į tr ūkią ribinę
funkciją, nes tos sekos konvergavimas intervale[0, 1] nėra tolygus. Įrodysime
tai. Tuo tikslu imkime intervalui[0, 1] priklausaňcių taškųxn = 1

2n
, n ∈ N, seką.

Kadangifn(xn) = 1
2

ir f(xn) = 0, tai bet kokiamn ∈ N

|fn(xn)− f(xn)| = 1

2
,

t.y. kaiε 6 1
2
, visi intervalo[0, 1] taškaix kartu negali tenkinti (1) nelygyḃes, kad

ir koks b ūtųn.

Apibr ėžimas 7.2Funkcija φ : [a, b] → R vadinama láiptine funkcija, jei inter-
valą [a, b] galima taip suskaidyti į baigtinį skaičių intervalųIk, k = 1, 2, . . . , m,
∪m

k=1Ik = [a, b], kad kiekviename intervaleIk funkcija φ b ūtų pastovi(t.y. ∃
ck ∈ R, k = 1, 2, . . . , m : φ(x) = ck, kai x ∈ Ik).
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Pastaba 7.1Vientaškė aibė{c} laikoma uždaruoju intervalu[c, c].

Teiginys 7.1 Sakykime,f ∈ C([a, b]). Apibrėžkime laiptinių funkcijų seką{φn}
lygybėmis

φn(x) =

{

f(xn
k), kai x ∈ [xn

k , xn
k+1), k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

f(b), kai x = xn
n = b,

(2)

xn
k : +a + b−a

n
k, k = 0, 1, 2, . . . , n. Tada seka{φn} konverguoja įf tolygiai

intervale[a, b].

Įrodymas. Laisvai pasirenkameε > 0. Kadangif yra tolygiai tolydi intervale
[a, b] (Kantoro teorema), tai atsiras toksδ > 0, kad

|f(x)− f(y)| < ε, kai |x− y| < δ, x, y ∈ [a, b].

Pȧemę tokįN ∈ N, kad b−a
N

< δ, gauname, kad su visaisx ∈ [a, b] turime
|φn(x) − f(x)| < ε, kai n > N . Iš tikrųjų, jei n > N , tai bet kokiam taškui
x ∈ [a, b) paimkime intervalą[xn

k , xn
k+1), kuriam jis priklauso. Tada|xn

k − x| < δ,
ir todėl |φn(x) − f(x)| = |f(xn

k) − f(x)| < ε. O taškex = b visada turime
φn(b) − f(b) = 0 < ε. Tai reiškia, kadφn ⇉ f intervale[a, b] (N pasirinkimas
priklauso tik nuoε > 0 ir nepriklauso nuox ∈ [a, b]).

Pastaba 7.2Iš teoremos įrodymo nesunku matyti, kad tolygus konvergavimasφn ⇉

f intervale[a, b] išliks, jei
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a) vietoje taškųxn
k : +a + b−a

n
k, suskaidančių intervalą[a, b] į n vienodo

ilgio b−a
n

intervalų [xn
k , xn

k+1], k = 0, 1, 2, . . . , n − 1, imsime bet kokius taškus
a = xn

0 < xn
1 < · · · < xn

kn
= b, n ∈ N, tenkinančius sąlygą

max
06k6kn−1

|xn
k+1 − xn

k | → 0, kai n→ 0;

b) laiptinės funkcijosφn reikšmes apibrėšime ne funkcijosf reikšmėmis kai-
riuosiuose atitinkamo skaidinio intervalų[xn

k , xn
k+1] galuose, o bet kokiuose tų

intervalų taškuoseξn
k ∈ [xn

k , xn
k+1], t.y. imsime

φn(x) =

{

f(ξn
k ), kai x ∈ [xn

k , xn
k+1), k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

f(b), kai x = xn
n = b,

Teorema 7.2 1) Bet kokiai funkcijaif ∈ D([a, b]), t.y. beII r ūšies tr ūkių, egzis-
tuoja laiptinių funkcijų seka{φn} konverguojanti įf tolygiai intervale[a, b].

2) Kiekvienos funkcijosf ∈ D([a, b]) tr ūkio taškų aibė yra baigtinė arba
skaiti.

3) Kiekviena funkcijaf ∈ D([a, b]) yra aprėžta.

Šios teoremos įrodymą galima perskaityti knygoje [4].

8 Mati funkcija

Apibr ėžimas 8.1Pora (E,A), sudaryta iš aibėsE ir jos poaibiųσ-algebrosA,
vadinama mačiaja erdve. Aibės išA vadinamos mačiosiomis aibės (arba, tiksliau,
–A-mačiosiomis aibėmis).

Apibr ėžimas 8.2Sakysime,(E1,A1) ir (E2,A2) – mačios erdvės. Sakoma, kad
atvaizdisf : E1 → E2 yra matus (arba, tiksliau,A1/A2-matus), jeif−1(B) =
{x ∈ E1 : f(x) ∈ B ∈ A2} ∈ A1 su visomisB ∈ A2.

Nagriṅekime realiąją funkcijąf : (E,A)→ (R,B(R)).

Teorema 8.1 Reali funkcijaf(x) yra mati tada ir tik tada kai visiemsc ∈ R

aibė {x : f(x) < c} yra mati, t.y. {x ∈ E : f(x) < c} = {x ∈ E : f(x) ∈
(−∞, c)} ∈ A.

Pvz. 1. Įrodysime, kad funkcijaf(x) = x2 yraB(R)-mati.
Sprendimas. Pakanka pastebėti, kad

{x : x2 < c} =

{

∅, jei c 6 0,
{
x : −√c < x <

√
c
}
, jei c > 0
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Abi aibės priklausoB(R). Todėl funkcijaf(x) = x2 yraB(R)-mati.
2. Įrodysime, kad funkcijaf(x) = [x], apibṙežta intervale[−3, 2], yraB([−3, 2])-

mati.
Sprendimas.

{x : [x] < c} =







∅, jei c 6 −3,

[−3,−2), jei − 3 < c 6 −2,

[−3,−1), jei − 2 < c 6 −1,

. . . . . .

[−3, 3), jei 2 < c 6 3,

[−3, 3], jei c > 3.

Nagriṅejamoji aiḃe {x : [x] < c} yra arba tuš̌cia aiḃe, arba intervalas (pusiau
uždaras arba uždaras). Tokio tipo aibės yra Borelio aiḃes. Toḋel funkcijaf(x) =
[x], apibṙežta intervale[−3, 2], yraB([−3, 2])-mati. �

Teorema 8.2 Jei funkcijaf(x) yra mati, tai visiems realiesiemsa ir bet kokiam
skaičių tiesės intervaluiI aibės

{x : f(x) 6 a}, {x : f(x) > a}, {x : f(x) > a}, {x : f(x) = a},
{x : f(x) ∈ I}

yra mačios.

Įrodymas. Įrodymas seka iš lygybių

{x : f(x) 6 a} =

∞⋂

n=1

{

x : f(x) < a +
1

n

}

,

{x : f(x) > a} = {x : f(x) 6 a},
{x : f(x) > a} = {x : f(x) < a},

{

x : a 6 f(x) < a +
1

n

}

= {x : f(x) > a} ∩
{

x : f(x) < a +
1

n

}

,

{x : f(x) = a} =

∞⋂

n=1

{

x : a 6 f(x) < a +
1

n

}

. �

Teorema 8.3 Jei funkcijaf(x) yra mati, tai mačios ir funkcijos1) f(x) + a, čia
a = const; 2) af(x); 3) |f(x)|; 4) f 2(x); 5) 1

f(x)
, jei f(x) 6= 0.

Įrodymas.
1) {x : f(x) + a < c} = {x : f(x) < c− a}.
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2) Jeia = 0, tai

{x : af(x) < c} =

{

E, kai c > 0,

∅, kai c 6 0.

Jeia 6= 0, tai

{x : af(x) < c} =

{

{x ∈ E : f(x) < c
a
}, kai a > 0,

{x ∈ E : f(x) > c
a
}, kai a < 0.

3)

{x : |f(x)| < c} =

{

∅, jei c 6 0,

{x : − a < f(x) < a}, jei c > 0.

4)

{x : f 2(x) < c} =

{

∅, jei c 6 0,

{x : |f(x)| < √c}, jei c > 0.

5)

{x :
1

f(x)
< c} =







{x : f(x) < 0}, jei c = 0,

{x : f(x) < 0} ∪ {x : f(x) > 1
c
}, jei c > 0,

{x : 1
c

< f(x) < 0}, jei c < 0.

Teorema 8.4 Jei funkcijosf ir g yra mačios, tai aibė{x : g(x) < f(x)} yra
mati.

Įrodymas. Jei kuriam norsx turimeg(x) < f(x), tai galime rasti tokį racionalųjį
skaǐcių r, kadg(x) < r < f(x). Tuomet

{x : g(x) < f(x)} =

∞⋃

k=1

{x : g(x) < rk < f(x)}

=
∞⋃

k=1

(

{x : g(x) < rk} ∩ {x : f(x) > rk}
)

,

čia{rk} – visi racional ūs skaičiai.

Teorema 8.5 Jei funkcijosf(x) ir g(x) yra mačios ir|f(x)| < ∞, |g(x)| < ∞,
tai mačios ir funkcijosf(x) − g(x), f(x) + g(x), f(x) · g(x), f(x)

g(x)
, jei tik jos

apibrėžtosE.
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Įrodymas. Kadangig(x) + a yra mati funkcija, tai{x : f(x)− g(x) < a} =
{x : f(x) < g(x)+a} yra mati (remiaṁes 8.4 teorema). Iš lygybėsf(x)+g(x) =
f(x)− (−1)g(x) seka, kadf(x)+g(x) yra mati funkcija (remiaṁes 8.3 teoremos
2) teiginiu ir ką tik įrodytu tvirtinimu).

Tada funkcijosf(x) · g(x) matumas seka iš lygybės

f(x) · g(x) =
1
4

[(f(x) + g(x))2 − (f(x)− g(x))2]

(remiaṁes 8.3 teorema ir prieš tai įrodytu teiginiu).
Funkcijos f(x)

g(x) matumas seka iš 8.3 teoremos ir ką tik įrodyto tvirtinimo,nes

f(x)

g(x)
= f(x) · 1

g(x)
.

Teorema 8.6 Jei{fn} yra mačiųjų funkcijų seka, taisupn fn(x), infn fn(x), limn fn(x)
ir limn fn(x) – mačiosios funkcijos.

Įrodymas. Teisinga lygyḃe

{x : inf
n

fn(x) < c} =
⋃

n

{x : fn(x) < c} ∈ A, c ∈ R.

Iš tikrųjų, jei kuriame nors taškex0 turime infn fn(x0) < c, tai bent vienas iš
skaǐcių fn(x0), n ∈ N, yra mažesnis užc, ir atvirkš̌ciai, jei bent vienasfn(x0) < c,
tai infn fn(x0) < c. Todėl infn fn(x) yra mǎcioji funkcija.

Kadangisupn fn(x) = − infn(−fn(x)), tai ir supn fn(x) yra mǎcioji funkcija.
Kadangilimn fn(x) = infn supm>n fm(x) ir limn fn(x) = supn infm>n fm(x),

tai jos taip pat mǎcios funkcijos.

Teorema 8.7 Jei mačių funkcijų seka{fn(x)} konverguoja į funkcijąf(x) =
limn fn(x), tai ribinė funkcijaf(x) yra mati.

Apibr ėžimas 8.3Realia paprastąja funkcija erdvėje(E,A) vadiname baigtinę
realią mačią funciją, įgyjančią tik baigtinį skirtingų reikšmių skaičių.

Paprastoji, tai laiptiṅes funkcijos apibendrinimas (pakeitėme[a, b] į E). Jei
paprastoji funkcijaf įgyja reikšmesy1, . . . , yn ir visos yra skirtingos, tai pažyṁeję
Ak = f−1(yk) = {x : f(x) = yk} ∈ A, gaunamef(x) =

∑n
k=1 yk1Ak

(x),
x ∈ E. Čia1Ak

yra aiḃesAk indikatorius, t.y.

1Ak
(x) =

{

1, jei x ∈ Ak,

0, jei x /∈ Ak.
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Jei f : (E,A) → (R, B(R)), tai jau žinome ką reiškia, kadf yra mati. Bet jei
turime funkcijų seką, tai pereinant prie ribos galime gauti funkciją, kuri įgyja
reikšmesR = [−∞, +∞]. Ką galima pasakyti apie jų matumą?

1 pvz. Nagriṅekime seką

fn(x) =







n, kai 1 6 x < 1 + 1
n3 ,

1
3
√

x− 1
, kai 1 + 1

n3 6 x 6 2.

Aišku, kad ji konverguoja į funkciją

f(x) =







∞, kai x = 1,
1

3
√

x− 1
, kai 1 < x 6 2.

Jeix0 ∈ (1, 2], tai fn(x0) = f(x0), kai n pakankamai didelis. Jeix = 1, tai
f(1) =∞, o fn(1) = n. Vadinasilimn→∞ fn(1) = f(1).

Apibr ėžimas 8.4Tarkime(E,A) yra mati erdvė irf : E → R = [−∞, +∞].
Funkcijaf yra mati jei kiekvienamc ∈ R aibė{x : f(x) < c} ∈ A.

Teorema 8.8 Funkcija f : E → R yra mati tada ir tik tada, kai egzistuoja pa-
prastųjų funkcijų seka{fn, n ∈ N}, konverguojanti įf visuose taškuosex ∈ E.

Įrodymas. B ūtinumas. Sakykime,f yra mǎcioji funkcija. Kadangif yra dvie-
jų neneigiamų mǎciųjų funkcijų skirtumasf+ − f−, čia f+(x) = max{f(x), 0},
f− = max(−f(x), 0}, f± > 0, tai pakanka išnagriṅeti atv̇ejį, kai funkcijaf yra
neneigiama.

Pažymekime

fn(x) =

n·2n
∑

i=1

i− 1

2n
· 1
{ i− 1

2n
6 f(x) <

i

2n

}

+ n · 1{f(x) > n}.

Kitaip sakant

fn(x) =

{
i−1
2n , jei i−1

2n 6 f(x) < i
2n , i = 1, 2, ..., n · 2n,

n, jei f(x) > n.

Kiekviena funkcijafn(x) yra paprastoji neneigiama funkcija. Lengva suvokti,
kad seka{fn(x)} yra nemaž̇ejanti. Iš tikrųjų, sakykime,n – bet kuris sveikas
teigiamas skaicius irx0 – bet kurisE taškas. Jei

k − 1

2n
6 f(x0) <

k

2n
,
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tai fn(x0) = k−1
2n . Galimi du atvejai:

2k − 2

2n+1
6 f(x0) <

2k − 1

2n+1
arba

2k − 1

2n+1
6 f(x0) <

2k

2n+1
.

Pirmuoju atveju

fn+1(x0) =
2k − 2

2n+1
= fn(x0)

antruoju

fn+1(x0) =
2k − 1

2n+1
>

2k − 2

2n+1
= fn(x0)

Sakykime dabar, kadf(x0) > n, tadafn(x0) = n. Jein ≤ f(x0) < n + 1, tai
patenkinta kuri nors iš nelygybių

l − 1

2n+1
6 f(x0) <

l

2n+1
(l = 2n+1 · n + 1, . . . , 2n+1(n + 1))

ir

fn+1(x0) =
l − 1

2n+1
> n = fn(x0).

Jeif(x0) > n + 1, tai fn+1(x0) = n + 1. Tuo b ūdu, visais atvejaisfn(x0) 6

fn+1(x0).
Be to, seka{fn(x)} tenkina nelygybes

f(x)− 2−n 6 fn(x) 6 f(x), jei f(x) < n,

fn(x) = n 6 f(x), jei f(x) > n.

Imkime kuri nors aiḃesE taškąx0. Jeif(x0) < ∞, tai visiems pakankamai
dideliems n

f(x0) < n ir f(x0)− 2−n 6 fn(x0) 6 f(x0),

taigi fn(x0) ↑ f(x0). Jeif(x0) = ∞, tai visiemsn turimefn(x0) = n, vadinasi,
fn(x0)→∞ = f(x0).

Bendru atvejuf(x) = f+(x) − f−(x). Pastebesime, kad kiekviename taš-
ke bent viena iš funkcijųf+(x), f−(x) lygi nuliui. Pagal ką tik įrodytą teiginį
egzistuoja dvi paprastųjų funkcijų sekos{fn(x)} ir {gn(x)}, konverguojaňcios
atitinkamai į funkcijasf+(x) ir f−(x). Tadafn(x) − gn(x) konverguoja įf(x).
Dviejų paprastųjų funkcijų skirtumas yra, aišku, paprastoji funkcija, tai b ūtinumas
pilnai įrodytas.

Pakankamumas. Tarkime, kad{fn, n ∈ N} – paprastųjų funkcijų seka, kuri
konverguoja į funkcijąf(x) visiemsx ∈ E. Tada visiemsc ∈ R

{x : f(x) < c} =
∞⋃

k=1

∞⋃

m=1

∞⋂

n=m

{

x : fn(x) < c− 1

k

}

∈ A.
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Iš tikrųjų, sakykimex0 ∈ {x : f(x) < c}. Tadaf(x0) < c ir egzistuoja toksk,
kadf(x0) < c− 2

k
. Fiksuojame šitąk. Tuomet galima rasti tokį didelįm, kad kai

n > m, tai teisinga nelygyḃe fn(x0) < c − 1
k
, nesfn(x0) = [fn(x0) − f(x0)] +

f(x0). Todėl x0 priklauso dešinei pusei.
Tarkimex0 priklauso dešinei pusei. Tuomet egzistuoja toksk, kad visiems

pakankamai dideliemsn teisinga nelygyḃe fn(x0) < c − 1
k
. Bet tadaf(x0) < c.

Vadinasi,x0 priklauso kairiąjai pusei.
2 pvz. Nagriṅekime funkciją

f(x) =

{

3, kai x yra racionalus,

2, kai x yra iracionalus,
x ∈ [0, 1].

Ji yra visur tr ūki. Imkime bet kokįx0 ∈ [0, 1]. Jeix0 yra racionalusis, tai visa-
da galima rasti racionaliųjų skaičių sekąrn (pvz. x0 + 1

n
) konverguojaňcią į x0

ir iracionaliųjų skaǐcių sekąxn (pvz. x0 + 1
αn

, αn - iracionalieji skaǐciai ↑ ∞;

tokie yra, pvz., skaičiai
√

2,
√

3,
√

5,
√

7,
√

8, . . .) konverguojaňcią į x0. Turime
limn→∞ f(rn) = 3, o limn→∞ f(xn) = 2. Todėl x0 yra tr ūkio taškas, nes riba
neegzistuoja. Jeix0 yra iracionalusis, tai visada galima rasti racionaliųjųskaǐcių
sekąrn (pvz. jeix0 = a0, a1a2 . . . an . . ., tairn = a0, a1a2 . . . an) konverguojaňcią
į x0 ir iracionaliųjų skaǐcių sekąαn (pvz. x0 + 1

n
) konverguojaňcią į x0. Bet ir vėl

limn→∞ f(rn) = 3, o limn→∞ f(αn) = 2. Vadinasi, funkcijaf(x) tr ūki kiekvie-
name intervalo[0, 1] taške. Tǎciau ji yra mati funkcija. Racionaliųjų skaičių aiḃe
Q yra mati, nes racionaliųjų taškų aibė yra skaiti. Vadinasi, ir[0; 1]\Q ∈ B([0; 1]).
Kadangi

{f(x) < c} =







∅, kai c 6 2,

[0; 1]\Q, kai 2 < c 6 3,

[0, 1], kai c > 3,

tai funkcijaf(x) yra mati.

Užduotys

1. Pasinaudoję apibrėžimu įrodykite, kad laiptiṅe funkcija

f(x) =







1, kai x ∈ [−1, 2),

0, kai x = 2,

−1, kai x ∈ (2, 3]

yraB([−1, 3])-mati funkcija.
2. Pasinaudoję apibrėžimu įrodykite, kad funkcijos

fn(x) =

{

1− nx, kai 0 6 x 6 1
n

,

0, kai 1
n

< x 6 1
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yraB([0, 1])-mǎcios.
3. Pasinaudoję apibrėžimu įrodykite, kad funkcijaf(x) = x · 1(−∞,−2)(x) −

x2 · 1[−2,0)(x) + 0 · 1[0,1)(x) +
√

x · 1[1,∞)(x) yraB(R)-mati funkcija.Čia1A(x)
aibėsA indikatorius.

4. Pasinaudoję apibrėžimu įrodykite, kad funkcija

f(x) =







x2, kai x ∈ [0, 1),

3− x, kai x ∈ [1, 2],

x− 3, kai x ∈ (2, 3]

yraB([0, 3]-mati funkcija.
5. Pasinaudoję apibrėžimu įrodykite, kad funkcija

f(x) =

{

x, kai x ∈ Q,

−x, kai ∈ Q

yraB(R)-mati funkcija.Čia Q yra racionaliųjų skaǐcių aiḃe.
6. Pasinaudoję apibrėžimu įrodykite, kad indikatoriṅes funkcijos1Q(x) san-

dauga su bet kokia funkcijaf(x) yraB(R)-mati funkcija.
7. Sakykime, funkcijaf(x) yra apibṙežtaR ir B(R)-mati. Pasinaudoję api-

brėžimu įrodykite, kad funkcija

F (x) =







f(x), kai x ∈ {x : a 6 f(x) 6 b},
b, kai x ∈ {x : f(x) > b},
a, kai x ∈ {x : f(x) < a}

yraB(R)-mati funkcija.

9 Aibės matas

Kas tai yra matas? Nagrinėkime realiųjų skaǐcių tiesę. Imkime bet kokį baigtinį
tos tieṡes intervaląI. Jis gali b ūti[a, b], (a, b], [a, b), (a, b). Jo ilgis, t.y. b − a,
vadinamas intervaloI matu. Žyṁesimem(I). Jei turime intervalą[a, a], tai jo
matasm([a, a]) = 0. Nat ūralu, kad tuščios aiḃes∅ matasm(∅) = 0.

Sakoma, kad aiḃesN ⊂ R matas lygus0 (arbaN yra nulinio mato aiḃe), jei
su kiekvienuε > 0 egzistuoja tokia intervalų seka{In, n ∈ N}, kad

N ⊂
∞⋃

n=1

In ir
∞∑

n=1

m(In) < ε.

Tokiu atveju rašomam(N) = 0. Visų nulinio mato aibių klasę žyṁesimeN .
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Teiginys 9.1 (Nulinio mato aibiu savybes)
1) JeiN ∈ N , A ⊂ N, tai A ∈ N .
2) JeiNi ∈ N , i = 1, 2, . . . , tai

⋃∞
i=1 Ni ∈ N .

Įrodymas. 1) Akivaizdu.
2) Laisvai pasirenkameε > 0. Kiekvienami ∈ N egzistuoja tokia sistema

{In
i , n ∈ N}, kad

Ni ⊂
∞⋃

n=1

In
i ir

∞∑

n=1

m(In
i ) <

ε

2i
.

Tada ∞⋃

i=1

Ni ⊂
∞⋃

i=1

∞⋃

n=1

In
i ir

∞∑

i=1

∞∑

n=1

m(In
i ) <

∞∑

i=1

ε

2i
= ε.

Dabar užtenka pastebėti, kad intervalų sistema{In
i , i ∈ N, n ∈ N} yra skaiti,

kaip skaǐcioji skaǐcių sistemų sąjunga (jos narių matų sistema nepriklauso nuo
sumavimo tvarkos).

1 pvz. SakykimeQ yra racionaliųjų skaǐcių aiḃe intervale[0, 1]. Tadam(Q) =
0.

Įrodymas. Bet kokia baigtiṅe arba skaǐcioji aibė yra nulinio mato aiḃe. Iš
tikrųjų, bet kokia vientašk̇e aiḃe yra nulinio mato, o kiekviena skaičioji aibė yra
skaiti vientaškių aibių sąjunga. Lieka pritaikyti 9.1 Teiginio 2 savybę. Toḋel
racionaliųjų skaǐcių aiḃes matas yra0.

Jei intervalasI yra begalinis, t.y.(−∞, a), (−∞, a], (b,∞), [b,∞), tai jo
matas lygus∞.

Savoka „beveik visur”. Sakoma, kad kokia nors erdvėsR taškų savyḃe ga-
lioja beveik visur (sutrumpintai b.v.) aibėjeA ⊂ R, jei ji galioja visuose aiḃesA
taškuose, išskyrus nulinio mato aibę.

2 pvz. 1) fn → f b.v. aiḃejeA⇐⇒ A\{x ∈ A : fn(x)→ f(x)} ∈ N
2) Sakoma, kad funkcijaf : A → R = [−∞, +∞] yra beveik visur baigtiṅe,

jei {x ∈ A : f(x) = ±∞} ∈ N
3) Sakoma, kad funkcijaf : A → R yra tolydi beveik visur aiḃeje A ⊂ R,

jeigu jos visų tr ūkio taškų aibė yra nulinio mato. Pvz., bet kokia funkcijaf ∈
D([a, b]) yra tolydi b.v. intervale [a, b], nes jos tr ūkio taškų aibė yra skaiti ir toḋel
yra nulinio mato. (Bet kokia baigtiṅe arba skaǐcioji aibė yra nulinio mato aiḃe).
Kitas pavyzdys yra funkcijaf(x) = [x], t.y. sveikoji dalisx.

4) Funkcijos

f(x) =

{

3, kai x ∈ Q ∩ [0, 1],

2, kai x ∈ Q ∩ [0, 1],
g(x) = 2
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b.v. sutampa.

Užduotys

1. Ar funkcijaf(x) = x− [x] yra beveik visur tolydi? Argumentuokite.
2. Ar funkcijų sekafn(x), x ∈ [0, 1], konverguoja beveik visur įf(x), x ∈

[0, 1], jei

fn(x) =

{
|x|
n

, kai x ∈ Q ∩ [0, 1],

3, kai x ∈ Q ∩ [0, 1],
f(x) ≡ 3.

Argumentuokite.
3. Duotos funkcijos

f(x) =

{

0, jei x yra racionalusis skaičius,

x, jei x yra iracionalusis skaičius,
g(x) = x, h(x) = 0.

Nurodykite teisingus atsakymus: a) funkcijaf(x) yra beveik visur tolydi; b) funk-
cija f(x) yra beveik visur tr ūki; c) funkcijaf(x) yra beveik visur lygi funkcijai
g(x); d) funkcijaf(x) yra beveik visur lygi funkcijaih(x).

10 Integralas

Apibr ėžimas 10.1Laiptinės funkcijosϕ : I → R integralu intervale I vadinamas
skaičius

∫

I

ϕ(x)dx :=

n∑

i=1

yi m(Ii),

čia yi yra funkcijosϕ reikšmė intervaleIi.

Visų laiptinių funkcijų intervaleI aibę žyṁesimeS(I).

Teiginys 10.1 1) Tiesiškumas, jeif, g ∈ S(I), α, β ∈ R, tai
∫

I

(
αf(x) + βg(x)

)
dx = α

∫

I

f(x) dx + β

∫

I

g(x) dx

2) Jeif, g ∈ S(I), f(x) 6 g(x), x ∈ I, tai
∫

I

f(x) dx 6

∫

I

g(x) dx;

3) Jeif ∈ S(I), tai ∣
∣
∣
∣

∫

I

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
6

∫

I

|f(x)| dx
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Įrodymas. Tarkimef(x) =
∑

i yi1Ii
(x), g(x) =

∑

j zj1Bj
(x). Tadaf(x) =

∑

i,j yi1Ii∩Bj
(x) ir g(x) =

∑

i,j zj1Ii∩Bj
(x). Todėl nesiaurindami bendrumo ga-

lime tarti, kad laiptiṅes funkcijosf ir g turi tuos pǎcius pastovumo „laiptelius”Ii,
t.y. f(x) =

∑

i yi1Ii
(x), g(x) =

∑

i zi1Ii
(x).

1) Funkcijosαf + βg reikšṁe intervaleIk yraαyk + βzk. Todėl
∫

I

(
αf(x) + βg(x)

)
dx =

∑

k

(αyk + βzk) m(Ik)

= α
∑

k

ykm(Ik) + β
∑

k

zkm(Ik)

= α

∫

I

f(x) dx + β

∫

I

g(x) dx.

2) Jeif 6 g, tai yk 6 zk visiemsk. Todėl
∫

I

f(x) dx =
∑

k

yk m(Ik) 6
∑

k

zk m(Ik) =

∫

I

g(x) dx.

3) Suintegravę nelygybę

−|f(x)| 6 f(x) 6 |f(x)|

ir pasinaudoję 2 savybe, turime

−
∫

I

|f(x)| dx 6

∫

I

f(x) dx 6

∫

I

|f(x)| dx⇒
∣
∣
∣
∣

∫

I

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
6

∫

I

|f(x)| dx.

Apibr ėžimas 10.2Laiptinių funkcijų seką{fn} ⊂ S(I) vadinsime Koši seka
(tiksliau Koši sekaL1 prasme), arba fundamentaliąja seka, jei

∀ε > 0 ∃N ∈ N :

∫

I

|fn(x)− fm(x)| dx < ε, kai n, m > N (∗)

Apibr ėžimas 10.3Sakoma, kad funkcijaf : I → R = [−∞, +∞] yra inte-
gruojama (Lebego prasme) intervaleI, jei egzistuoja laiptinių funkcijų Koši seka
{fn} ⊂ S(I), konverguojanti į funkcijąf beveik visur (intervaleI). Tokiu atveju
funkcijosf (Lebego) integralu intervaleI vadinamas skaičius

∫

I

f(x) dx := lim
n→∞

∫

I

fn(x) dx

Visų integruojamų intervaleI funkcijų klasę žyṁesimeL(I).
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Pastaba 10.1Pabrėšime, kad nurodyta integralų sekos{
∫

I
fn(x) dx} baigtinė ri-

ba visada egzistuoja. Iš tikrųjų ši seka yra skaitinė Koši seka:

(∗)⇒ ∀ε > 0 ∃N ∈ N :

∣
∣
∣
∣

∫

I

fn(x) dx−
∫

I

fm(x) dx

∣
∣
∣
∣

6

∫

I

|fn(x)− fm(x)| dx < ε, kai n, m > N.

Naudojamės, kad laiptinėms funkcijoms teisinga nelygybė
∣
∣
∣
∣

∫

I

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
6

∫

I

|f(x)| dx.

Todėl, remiantis skaičių sekos konvergavimo Koši kriterijumi

∃ lim
n→∞

∫

I

fn(x) dx ∈ R.

Galima įrodyti, kad toks integralo apibrėžimas yra korektiškas, t.y. riba

lim
n→∞

∫

I

fn(x) dx

nepriklauso nuo Koši sekos{fn} ⊂ S(I), konverguojaňcios beveik visur į funk-
ciją f , pasirinkimo.

Teiginys 10.2 (Elementariosios integralų savybės)
1) (Tiesiškumas) Jeif, g ∈ L(I), α, β ∈ R, tai αf + βg ∈ L(I) ir

∫

I

(
αf(x) + βg(x)

)
dx = α

∫

I

f(x) dx + β

∫

I

g(x) dx;

2) Jeif, g ∈ L(I), f > g, tai
∫

I
f(x)dx >

∫

I
g(x)dx; atskiru atveju

∣
∣
∣
∣

∫

I

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
6

∫

I

|f(x)| dx;

3) Jeif ∈ L(I), g = f b.v. intervaleI, tai g ∈ L(I) ir
∫

I
g(x)dx =

∫

I
f(x)dx.

Įrodymas. Įrodysime tik 3) savybę. Jei{fn} ⊂ S(I) – Koši seka irfn → f b.v.
intervaleI, tai taip patfn → g b.v. intervaleI. Todėl ir

∫

I

g(x) dx = lim
n→∞

∫

I

fn(x) dx =

∫

I

f(x) dx.
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Teorema 10.1 (Lebego ir Rymano integralų palyginimas)Jei aprėžta funkcija
f(x) yra integruojama Rymano prasme intervale[a, b], tai integruojama ir Le-
bego prasme ir abu integralai sutampa:

(R)

∫ b

a

f(x) dx = (L)

∫ b

a

f(x) dx.

Teorema 10.2 (Integruojamumo Rymano prasme kriterijus)Funkcijaf : [a, b]→
R yra integruojama Rymano prasme tada ir tik tada, kaif yra aprėžta ir tolydi
beveik visur intervale[a, b]. Taigi R([a, b]) ⊂ L([a, b]).

Pastaba 10.2Naudinga paminėti tokius faktus:
1. Jei nagrinėjama funkcija aprėžta intervale[a, b] ir turi tik baigtinį skaičių

tr ūkių, tai ji integruojama Rymano prasme.
2. Jei funkcijosf(x) ir g(x) yra apibrėžtos intervale[a, b] ir skiriasi tik baig-

tiniame taškų skaičiuje, tai iš vienos funcijos integruojamumo Rymano prasme iš-
plaukia kitos funkcijos integruojamumas Rymano prasme. Beto,(R)

∫ b

a
f(x) dx =

(R)
∫ b

a
g(x) dx.

Dabar pateiksime pavyzdį iliustruojantį teoremą 10.2.
1 pvz. Funkcija

g(x) =

{

1, jei x ∈ [0,∞),

−1, jei x ∈ (−∞, 0)

yra beveik visur tolydi ir integruojama bet kokiame baigtiniame intervale[a, b].
Be to,

∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx, čiaf(x) = sgn x.

Pastaba 10.3Integralų lygybė išplaukia iš pastabos10.2. Žemiau pateikiamas
šio fakto įrodymas tik nurodo kelią kaip reikia įrodyti2 teiginį, suformuluotą pa-
staboje10.2.

Sprendimas. Nagriṅesime tik atvejį, kai0 ∈ [a, b]. Kiti atvejai – akivaizd ūs.
Imkime bet kokį intervalo[a, b] skaidinį T su taškaisa = x0 < x1 < · · · <
xk−1 < xk = 0 < xk+1 < · · · < xn = b. Sakykime, kad∆i = xi − xi−1 < ε/2,
čiaε > 0 yra kiek norima mažas skaičius. Tada

n∑

i=0

ωi∆xi = ωk∆xk = 2(xk − xk−1) = ε,

čiaωi yra funkcijosg svyravimai intervaluose[xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n. Iš Ryma-
no kriterijaus (matematiṅes analiżes kursas) seka, kad funkcijag yra integruojama
intervale[a, b].
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Pažyṁekimeh(x) = g(x) − f(x). Funkcijah(x) lygi nuliui visur, išskyrus
taškąx = 0, kuriameh(0) = 1. Vadinasi, ji turi pirmosios r ūšies tr ūkį taške
x = 0. Todėl yra integruojama. Įrodysime, kad

∫ b

a
h(x) dx = 0. Bet kokiam

intervalo [a, b] skaidiniui T = {a = x0, x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn = b} ir
visiems taškamsξi ∈ [xi−1, xi], jei tik ξi 6= 0, integraliṅe sumaSn(T ) = 0.
Tuo atveju, kaix = 0 priklauso kokiam nors intervalui[xi−1, xi] ir ξi = 0, tai
Sn(T ) = xi − xi−1. Jei kokio nors skaidinioT taškamsxi−1 < xi = 0 < xi+1

taškaiξi = ξi−1 = 0, tai Sn(T ) = xi+1 − xi−1. Iš gautų integralinių sumų
išraiškų matome, kad integralinę sumąSn(T ) galima padaryti kiek norima mažą,
kai ∆ → 0. Todėl

∫ b

a
h(x) dx = 0. Kadangif(x) = g(x)− h(x), tai bet kokiam

skaidiniuiT ir bet kokiems taškamsξi, integraliṅes sumos tenkina sąryšį

n∑

i=0

f(ξi)∆xi =
n∑

i=0

[
g(ξi)− h(ξi)

]
∆xi =

n∑

i=0

g(ξi)∆xi −
n∑

i=0

h(ξi)∆xi.

Dešiṅes puṡes ribos, kai∆ → 0, egzistuoja, nes funkcijosg(x) ir h(x) yra inte-
gruojamos. Toḋel egzistuoja ir kaiṙes puṡes riba, kai∆ → 0. Vadinasi, funkcija
f(x) yra integruojama ir teisinga lygybė

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dx.

2 pvz. Funkcija f(x) = [x] yra beveik visur tolydiR ir integruojama bet
kokiame baigtiniame intervale.

Pastaba 10.4Jei funkcijaf(x) beveik visur sutampa su tolydžia funkcijag(x),
tai negalime tvirtinti, kadf(x) yra beveik visur tolydi savo apibrėžimo srityje.

Teorema 10.3Jei funkcijaf yra mati ir aprėžta, tai ji integruojama Lebego pras-
me.

3 pvz. Nagriṅekime funkcijąf apibṙežtą intervale[0, 1] sekaňcia lygybe

f(x) =

{

3, kai x yra racionalusis,

2, kai x yra iracionalusis.

Kaip mes jau įsitikinome, ši funkcija yra visur tr ūki ir mati. Įsitikinsime, kad ji
nėra integruojama Rymano prasme. Nagrinėkime sumas

Sn = f(ξ1)(x1 − x0) + f(ξ2)(x2 − x1) + · · ·+ f(ξn)(xn − xn−1),

čia ξk ∈ [xk−1, xk] ir 0 = x0 < x1 · · · < xn = 1. Jeiξk – racionalieji skaǐciai,
tai Sn = 3 ir limn→∞ Sn = 3. Jeiξk – iracionalieji skaǐciai, tai limn→∞ Sn = 3.
Todėl funkcija ṅera integruojama Rymano prsame.
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Ši funkcija integruojama Lebego prasme. Tarkimeg(x) ≡ 2. Tadaf(x) =
g(x) b.v. Toḋel

(L)

∫ 1

0

f(x) dx = (L)

∫ 1

0

g(x) dx = (R)

∫ 1

0

2 dx = 2. �

Geometrinė interpretacija. Pasiaiškinsime Lebego integralo apibrėžimą papras-
čiausiu atveju. Nagriṅekime tolydžią funkciją. Sakykime, funkcijaf(x) apibṙežta
intervale[a, b], o jos įgyjamos reikšṁes yra tarp skaičių α ir β. Skaidome interva-
lą [α, β] taškaisα = y0 < y1 < · · · < yn = β į dalinius intervalus. Kiekvienam
daliniam intervalui[yk−1, yk] egzistuoja intervalo[a, b] poaibisIk, kuriam priklau-
so visix, kuriemsf(x) ∈ [yk−1, yk] (ži ūr. paveiksl̇elį).

Matas kiekvieno tokio intervalo yram(Ik). Sudarome sumą

Sn = y1m(I1) + y2m(I2) + · · ·+ ykm(Ik) + · · ·+ ynm(In).

Šios sumos riba, kai ji egzistuoja, yra funkcijosf(x) Lebego integralas ir žymima

∫ b

a

f(x) dx.
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Tolydžioms neneigiamoms funkcijoms taip apibrėžtas Lebego integralas sutampa
su Rymano integralu ir yra lygus kreivinės trapecijos plotui, t.y. plotui fig ūros
apribotos abscisių ašies, dviejų tiesiųx = a, x = b ir kreivėsf(x).

Neaprėžtos funkcijos

Tarkime, kad funkcijaf(x) yra neapṙežta, mati, ir neneigiama intervaleI =
[a, b], t.y. tokia kaip ir paveiksl̇elyje.

Apibrėšime funkciją

FM(x) =

{

f(x), kai 0 6 f(x) 6 M,

M, kai f(x) > M.

Ši funkcija yra mati ir apṙežta. Tuomet Lebego integralas nuo neneigiamos funk-
cijosf(x) intervaleI apibṙežiamas lygybe

(L)

∫

I

f(x) dx = lim
M→∞

(L)

∫

I

FM (x) dx.

Riba visada egzistuoja. Jei ji yra baigtinė, tai funkcijaf vadinamasumuojama
(integruojama) intervaleI. Jei ji begaliṅe, tai –neintegruojama.

Apibr ėžimas 10.4Mačioji funkcijaf vadinama kvaziintegruojama, jei bent vie-
nas iš skaičių

∫

I
f+(x) dx,

∫

I
f−(x) dx yra baigtinis. Tokios funkcijosf integralu

∫

I
f(x) dx vadinamas dydis

∫

I

f(x) dx =

∫

I

f+(x) dx−
∫

I

f−(x) dx

Mačioji funkcija vadinama integruojama, jei
∫

I
f+(x) dx < ∞ ir

∫

I
f−(x) dx <

∞ .
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Apibr ėžimas 10.5Mačiosios funkcijosf : R→ R integralu mačioje aibėjeA ⊂
R vadinamas skaičius

∫

A

f(x) dx :=

∫

R

f(x)1A(x) dx

(su sąlyga, kad pastarasis integralas yra apibrėžtas).

4 pvz. Ar funkcija

f(x) =

{

0, kai x ∈ Q ∩ [1, 2],
1

3
√

x−1
, kai x ∈ Q ∩ [1, 2]

integruojama Lebego prasme.
Sprendimas. Funkcijaf(x) yra neapṙežta. Apibṙežiame funkcijas

fn(x) =







0, kai x ∈ Q ∩ [1, 2],
1

3
√

x−1
, kai x ∈ Q ∩ [1 + 1

n3 , 2],

n, kai x ∈ Q ∩ [1, 1 + 1
n3 )

ir

gn(x) =

{
1

3
√

x−1
, kai 1 + 1

n3 6 x 6 2,

n, kai 1 6 x < 1 + 1
n3 .

Funkcijosfn(x) ir gn(x) beveik visur sutampa. Todėl sutampa jų Lebego integra-
lai. Kadangi funkcijosgn(x) yra tolydžios ir apṙežtos intervale[1, 2], tai egzistuoja
jų Rymano integralai. Vadinasi,

(L)

∫ 2

1

fn(x) dx = (L)

∫ 2

1

gn(x) dx = (R)

∫ 2

1

gn(x) dx

=

∫ 1+n−3

1

n dx +

∫ 2

1+n−3

dx
3
√

x− 1

= n · 1

n3
+

3

2
(x− 1)2/3

∣
∣
∣

2

1+n−3

=
1

n2
+

3

2
− 3

2n2
=

3

2
− 1

2n2
.

Todėl

(L)

∫ 2

1

f(x) dx = lim
n→∞

(L)

∫ 2

1

fn(x) dx =
3

2
.

Užduotys

1. Nagriṅekime funkciją

f(x) =

{

x, jei x yra racionalusis skaičius,

−x, jei x yra iracionalusis skaičius.
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Ar ši funkcija integruojama Rymano prasme? Ar ši funkcija integruojama Lebego
prasme?

2. Apskaǐciuokite integralą(L)
∫ 1

0
f(x)dx, jei

f(x) =







x2, kai x yra iracionalusis skaičius ir > 1
3
,

x3, kai x yra iracionalusis skaičius ir < 1
3
,

0, kitais atvejais.

3. Apskaǐciuokite integralą(L)
∫ 1

0
f(x)dx, jei

f(x) =

{
1√
x
, kai x yra iracionalusis skaičius,

x3, kai x yra racionalusis skaičius.

11 Baigtinės variacijos funkcijos

Funkcijosf : [a, b] → R (pilnąja) variacija intervale[a, b] vadinamas skaičius
(gali b ūti lygus+∞)

v(f) = v
(
f ; [a, b]

)
:= sup

κ

∑

i

|f(xi+1)− f(xi)|,

čia tikslusis viršutinis ṙežis skaǐciuojamas visų intervalo[a, b] skaidiniųκ = {a =
x0 < x1 < · · · < xm = b}, n ∈ N, atžvilgiu. Jeiv(f ; [a, b]) <∞, tai f vadiname
baigtinės(arbaaprėžtos) variacijos intervale [a,b] funkcija. Visų tokių funkcijų
aibę žyṁesimeW ([a, b]).

Teiginys 11.1 1) Funkcija f : [a, b] → R, turinti aprėžtą išvestinęf ′ interva-
le [a,b], išskyrus galb ūt baigtinį pirmojo tipo tr ūkio taškų skaičių, yra baigtinės
variacijos funkcija. Atskiru atvejuf ∈ C1([a, b]), t.y. kaif yra tolydžiai diferen-
cijuojama funkcija (turi tolydžią išvestinę), yra baigtinės variacijos ir

v
(
f ; [a, b]

)
=

∫ b

a

|f ′(x)| dx.

2) Funkcijaf : [a, b] → R, išreiškiama dviejų didėjančių funkcijų skirtumu, yra
baigtinės variacijos funkcija.

Apibr ėžimas 11.1Sakoma, kad funkcijaf : [a, b] → R tenkina Helderio sąlygą
su rodikliuα, α > 0, jei egzistuoja konstantaL tokia, kad bet kokiemsx, y ∈ [a, b]
teisinga nelygybė

∣
∣f(x)− f(y)

∣
∣ 6 L|x− y|α.

KonstantaL vadinama Helderio konstanta, oα – Helderio rodikliu. Jeiα = 1,
tai sakome kad tenkinama Lipšico sąlyga.
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1 pvz. Jei funkcijaf : [a, b] → R yra Lipšico, tai ji yra baigtiṅes variacijos
funkcija.

Sprendimas.
∑

i

∣
∣f(xi)− f(xi−1)

∣
∣ 6 L

∑

i

|xi − xi−1| = L(b− a).

2 pvz. Apskaǐciuokime funkcijosf(x) = x2, x ∈ [−1, 2], variaciją.
Sprendimas.

v
(
f ; [−1, 2]

)
=

∫ 2

−1

|2x| dx =

∫ 0

−1

(−2x) dx+

∫ 2

0

2x dx = −x2
∣
∣
∣

0

−1
+x2

∣
∣
∣

2

0
= 1+4 = 5.

3 pvz. Apskaǐciuokime funkcijos

f(x) =







0, jei x = 0,

1− x, jei 0 < x < 1,

5, jei x = 1

baigtinę variaciją intervale[0, 1].
Sprendimas. Imkime bet kokį intervalo [0,1] skaidinį0 = x0 < x1 < . . . <

xn = 1. Tuomet

n∑

i=1

∣
∣f(xi)− f(xi−1)

∣
∣

=
∣
∣f(x1)− f(x0)

∣
∣ +
{∣
∣f(x2)− f(x1)

∣
∣+ · · ·+

∣
∣f(xn−1)− f(xn−2)

∣
∣

}

+
∣
∣f(xn)− f(xn−1)

∣
∣

= |1− x1 − 0|+
{

|x2 − x1|+ · · ·+ |xn−1 − xn−2|
}

+ |5− (1− xn−1)|
= (1− x1) + (xn−1 − x1) + (4 + xn−1) = 5 + 2(xn−1 − x1) < 7.

Sumą
∑n

i=1 |f(xi)− f(xi−1)| galima padaryti kiek norima artimą7. Todėl varia-
cija v(f ; [0, 1]) = 7.

Teiginys 11.2 Kiekviena baigtinės variacijos funkcijaf : [a, b]→ R yra aprėžta.

Įrodymas. Tarkime, kadf(x) yra baigtiṅes variacijos funkcija[a, b] ir x yra
bet kuris[a, b] taškas. Iš pilnos variacijos apibrėžimo turime, kad

|f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)| 6 v(f ; [a, b]).

Todėl |f(x)− f(a)| 6 v(f ; [a, b]) ir ||f(x)| − |f(a)|| 6 |f(x)− f(a)|. Vadinasi,
|f(x)| 6 v(f ; [a, b]) + |f(a)|.
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Teiginys 11.3 Funkcijaf : [a, b] → R turi intervale [a, b] baigtinę variaciją tada
ir tik tada, kai ji yra dviejų nemažėjančių tame intervale funkcijų skirtumas.

Pastaba 11.1Funkcijąf(x) visada galima užrašyti taip:f(x) = v(x) − u(x),
v(x) = v(f ; [a, x]), u(x) = v(f ; [a, x])− f(x).

4 pvz. Užrašysime funkcijąf(x) = x2, x ∈ [−2, 3], kaip dviejų nemaž̇ejaňcių
tame intervale funkcijų skirtumą.

Sprendimas. Nesunku suvokti, kad

f(x) = g(x)−h(x), g(x) =

{

0, −2 6 x < 0,

x2, 0 6 x 6 3,
h(x) =

{

−x2, −2 6 x < 0,

0, 0 6 x 6 3.

Šį uždavinį galima spręsti ir naudojantis Pastaba 11.1.Kadangi funkcijaf(x) =
x2 yra tolydžiai diferencijuojama intervale[−2, 3], tai

v(f ; [−2, x]) =

∫ x

−2

2|t| dt =

{

−2
∫ x

−2
t dt, kai − 2 6 x 6 0,

−2
∫ 0

−2
t dt + 2

∫ x

0
t dt, kai 0 < x 6 3,

=

{

−t2
∣
∣x

−2
, kai − 2 6 x 6 0,

−t2
∣
∣0

−2
+ t2

∣
∣x

0
, kai 0 < x 6 3,

=

{

−x2 + 4, kai − 2 6 x 6 0,

4 + x2, kai 0 < x 6 3

ir

u(x) =

{

−2x2 + 4, −2 6 x 6 0,

4, 0 < x 6 3.

Užduotys

1. Ar funkcija

f(x) =







x2, kai 0 6 x 6 1,

3x− 2, kai 1 < x 6 2,

2x, kai 2 < x 6 3

yra baigtiṅes variacijos intervale[0, 3]?
2. Ar funkcijaf(x) = x2− 3[x], apibṙežta intervale[0, 3], yra baigtiṅes varia-

cijos?
3. Ar funkcija

f(x) =

{

sin 2x, kai 0 6 x 6 π
2
,

1 + cos 2x, kai π
2

< x 6 π,

yra baigtiṅes variacijos intervale[0, π]?
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4. Apskaǐciuokime funkcijos

f(x) =







x− 1, jei x < 1,

10, jei x = 1,

x2, jei x > 1

baigtinę variaciją intervale[0, 2]. Ats.: 23.
5. Baigtiṅes variacijos funkciją

f(x) =







−x2, jei x ∈ [0, 1),

0, jei x = 1,

1, jei x ∈ (1, 2]

užrašykite kaip dviejų nemažėjaňcių funkcijų skirtumą.

12 Styltjeso integralas

Apibr ėžimas 12.1Funkcijosf ∈ S([a, b]) Styltjeso integralu funkcijosg ∈ W([a, b])
atžvilgiu vadinamas skaičius

∫ b

a

f(x) dg(x) :=

n−1∑

k=0

fk

(
g(xk+1)− g(xk)

)
,

čia fk – funkcijosf reikšmė jos pastovumo intervaleIk su galaisxk 6 xk+1, t.y.
Ik = (xk, xk+1), [xk, xk+1], [xk, xk+1), (xk, xk+1].

Apibr ėžimas 12.2Funkcijosf ∈ D([a, b]) Styltjeso integralu funkcijosg ∈ W([a, b])
atžvilgiu vadinamas skaičius

∫ b

a

f(x) dg(x) := lim
n→∞

∫ b

a

φn(x) dg(x),

čia{φn} – bet kokia laiptinių funkcijų seka, konverguojanti tolygiai intervale[a, b]
į funkcijąf .

Teorema 12.1 (Styltjeso integralo egzistavimas ir apibrėžimo korektiškumas.)
1) Apibrėžime nurodyta riba visada egzistuoja ir neprikausonuo sekos{φn}

pasirinkimo.
2) Jeif ∈ D([a, b]) ir g ∈ W([a, b]), tai

∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dg(x)

∣
∣
∣
∣
6 sup

a6x6b
|f(x)| · v(g; [a, b]).

3) Jeif ∈ C([a, b]) ir g ∈ C1([a, b]), tai
∫ b

a

f(x) dg(x) =

∫ b

a

f(x)g′(x) dx.
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13 Metrin ės erdv̇es

Aibė, kurioje vienaip ar kitaip apibrėžta sekos ribos sąvoka, paprastai vadinama
erdve. Erdv̇es, kurios elementais yra funkcijos arba skaitinės sekos, vadinsime
funkcinėmis erdvėmis. Kai kurių operatorių klasių, apibrėžtų funkciṅese erdv̇ese,
nagriṅejimas ir sudaro funkciṅes analiżes pagrindą.

Viena iš pagrindinių analiżes operacijų yra perėjimas prie ribos. Ši operacija
grindžiama faktu, kad skaičių tieṡeje yra apibṙežtas atstumas nuo vieno taško iki
kito. Daugelis analiżes pagrindinių tvirtinimų remiasi atstumo sąvoka. Apibend-
rindami realiųjų skaǐcių sampratą kaip aibę, kurioje įvestas atstumas tarp elemen-
tų, mes gaunamemetrinės erdvėssąvoką.

Apibr ėžimas 13.1Metrine erdve vadinama pora(X, ρ), susidedanti iš tam tikros
aibės (erdvės)X elementų ir atstumo, t.y. vienareikšmės, neneigiamos, realiosios
funkcijosρ(x, y) apibrėžtos bet kuriemsx ir y iš X ir tenkinančios sekančias tris
aksiomas:

1) ρ(x, y) = 0 tada ir tik tada, kaix = y,
2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (simetrijos aksioma),
3) ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z) (trikampio aksioma).

Pvz. 1) Aibė realiųjų skaǐcių su atstumuρ(x, y) = |x − y| yra metriṅe erdv̇e
R1.

2) Aibė elementųx = (x1, x2, . . . , xn) su atstumu

ρ(x, y) =

√
√
√
√

n∑

k=1

(yk − xk)2

vadinaman-mǎcia aritmetine Euklidine erdveRn. 1) ir 2) aksiomos yra aki-
vaizdžiai patenkintos. Patikrinsime 3) aksiomą. Tarkime, x = (x1, x2, . . . , xn),
y = (y1, y2, . . . , yn) ir z = (z1, z2, . . . , zn). Tuomet trikampio nelygyḃe atrodo
taip;

√
√
√
√

n∑

k=1

(zk − xk)2 6

√
√
√
√

n∑

k=1

(yk − xk)2 +

√
√
√
√

n∑

k=1

(zk − yk)2. (3)

Pažyṁekimeyk − xk = ak, zk − yk = bk. Tuometzk − xk = ak + bk ir
√
√
√
√

n∑

k=1

(ak + bk)2 6

√
√
√
√

n∑

k=1

a2
k +

√
√
√
√

n∑

k=1

b2
k. (4)
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Ši nelygyḃe seka iš Koši-Buniakovskio nelygybės

( n∑

k=1

akbk

)2

6

n∑

k=1

a2
k ·

n∑

k=1

b2
k.

Tikrai, iš šios nelygyḃes seka, kad

n∑

k=1

(ak + bk)
2 =

n∑

k=1

a2
k + 2

n∑

k=1

akbk +
n∑

k=1

b2
k

6

n∑

k=1

a2
k + 2

√
√
√
√

n∑

k=1

a2
k ·

n∑

k=1

b2
k +

n∑

k=1

b2
k

=

(√√
√
√

n∑

k=1

a2
k +

√
√
√
√

n∑

k=1

b2
k

)2

.

Taigi įrodėme nelygybę (4), o tuo pačiu ir nelygybę (3).
3) Aibę elementųx = (x1, x2, . . . , xn) su atstumu

ρ1(x, y) =

n∑

k=1

|yk − xk|

žymimeRn
1 . Akivaizdžiai patenkintos aksiomos 1)-3).

4) Apibrėžkime atstumą tarp elementųρ∞(x, y) = max16k6n |yk − xk|. Šią
erdvę žymimeRn

∞.
5) Aibė C([a, b]) visų tolydžių raliųjų funkcijų, apibṙežtų intervale[a, b], su

atstumuρ(x, y) = maxa6t6b |x(t)− y(t)| vadinama visų tolydžių funkcijų erdve.
Patikrinsime metrikos aksiomas. Akivaizdu, kadρ(x, y) > 0. Be toρ(x, y) =

0, jei x(t) ≡ y(t), ∀t ∈ [a, b]. Akivaizdu, kadρ(x, y) = ρ(y, x). Belieka patikrinti
trikampio aksiomą. Bet kokiamt ∈ [a, b]

|x(t)− z(t)| 6 |x(t)− y(t)|+ |y(t)− z(t)|
6 max

a6t6b
|x(t)− y(t)|+ max

a6t6b
|y(t)− z(t)| = ρ(x, y) + ρ(y, z).

Todėl
ρ(x, z) = max

a6t6b
|x(t)− z(t)| 6 ρ(x, y) + ρ(y, z).

Kas šiuo atveju yra atstumas – ži ūrėkite paveiksl̇elį
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6) Funkcijax(t), apibṙežta ir mati intervale[0, 1] vadinama integruojamap-
tuoju laipsniu arba funkcija iš klasėsLp([0, 1]), jei

∫ 1

0

|x(t)|pdt <∞,

čia p > 1, o integralas – Lebego. Dvi funkcijas, besiskiriančias nulinio mato
aibėje, laikysime tapǎciomis. Jeix ∈ Lp([0, 1]) ir y ∈ Lp([0, 1]), tai apibṙežiame
atstumą lygybe

ρ(x, y) =

(∫ 1

0

|x(t)− y(t)|pdt

)1/p

.

7) Ar erdv̇eR su funkcijaρ(x, y) = sin2(x− y) yra metriṅe? Ne, nes funkcija
ρ(x, y) netenkina 1-osios atstumo aksiomos, t.y. iš lygybės sin2(x − y) = 0
neišplaukia lygyḃex = y. Paimkime pvz.y = x + π. Tadasin2(x− y) = 0, bet
x 6= y.

8) Ar erdv̇e R su funkcijaρ(x, y) = (x − y)2 yra metriṅe? Ne, nes funkcija
ρ(x, y) netenkina 3-osios atstumo aksiomos. Turėtų b ūti teisinga nelygybė

(x− z)2 6 (x− y)2 + (y − z)2 arba (a + b)2 6 a2 + b2,

jei pažyṁesimea = x − y, b = y − z. Akivaizdu, kad pastaroji nelygybė yra
neteisinga, kaia, b > 0 arbaa, b 6 0. Vadinasi, funkcijaρ(x, y) nėra atstumas.

Užduotys

1. AibėjeR apibṙežkime funkcijąρ(x, y) = | arctg x−arctg y| . Ar ši funkcija
yra yra metrika?

2. AibėjeR apibṙežkime funkcijąρ(x, y) = | [x]− [y]| . Ar ši funkcija yra yra
metrika?Čia [x] – svekojix dalis.
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3. AibėjeR apibṙežkime funkcijąρ(x, y) =
√

|x− y| . Ar ši funkcija yra yra
metrika?

4. AibėjeR apibṙežkime funkcijąρ(x, y) = ln(1 + |x − y| ). Ar ši funkcija
yra yra metrika?

5. AibėjeR apibṙežkime funkcijąρ(x, y) = |x−y|
1+|x−y| . Ar ši funkcija yra yra

metrika?
6. Aibėje N apibṙežkime funkcijąρ(x, y) = |x−y|

xy
. Ar ši funkcija yra yra

metrika?
7. AibėjeR apibṙežkime funkcijąρ(x, y) = | arctg(x − y)| . Ar ši funkcija

yra yra metrika?
8. AibėjeR apibṙežkime funkcijąρ(x, y) = ln(1 + |x−y|

1+|x−y|) . Ar ši funkcija
yra yra metrika?

14 Atviros ir uždaros aibės

Jei (X, ρ) yra metriṅe erdv̇e ir Y ⊂ X, tai į aibęY galima ži ūṙeti kaip į atskirą
metrinę erdvę su ta pačia metrika kaip ir aiḃejeX. Tokia metriṅe erdv̇e (Y, ρ) yra
vadinamametrinės erdvės(X, ρ) poerdviu.

Sakykimea ∈ X ir r > 0. Aibę

B(a, r) = {x ∈ X : ρ(x, a) < r}

vadinsimeatviruoju rutuliuarbarutuliu su centru taškea ir spinduliur, o aibę

{x ∈ X : ρ(x, a) 6 r}

– uždaruoju rutuliu.
1 pvz. JeiX = R ir ρ(x, y) = |x− y|, x, y ∈ X, tai atvirasis rutulyssu centru

taškea ∈ R ir spinduliur yra intervalas(a− r, a + r).
2 pvz. JeiX = R2 ir M1 = (x1, y1) ∈ R2, M2 = (x2, y2) ∈ R2 ir

d2(x, y) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,

tai atviruoju rutuliusu centru taškeA = (a, b) ∈ R2 ir spinduliur > 0 vadinsime
skritulį su centru taškeA ir spinduliur > 0. Atviras rutulysB(0, 1) pavaizduotas
paveiksl̇elyje (a).

3 pvz. Jei X = R2, d∞(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}, tai B(0, 1) yra
kvadratas (ži ūr. pav. (b)).

4 pvz. JeiX = R2, d1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|, tai B(0, 1) yra pasuktas
kvadratas (ži ūr. pav. (c)).

5 pvz. JeiX = R2,

d3(x, y) = 3

√

|x1 − y1|3 + |x2 − y2|3,
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tai B(0, 1) pavaizduotas pav. (d).

6 pvz. Tarkime, kadX = C([a, b]) ir d∞(f, g) = maxa6t6b |f(t)− g(t)|.
Erdvėje C([0, 1]) nubṙežkime rutulįB(0, 1). Šiuo atveju rutulio centras yra

tolydi funkcija tapatingai lygi nuliui, t.y. atkarpa nuo0 iki 1 (x ašyje). Atviras
rutulysB(0, 1) yra stǎciakampio vidus, kurio kraštiṅes jam nepriklauso (paveiks-
lėlis kaiṙeje). Fiksuokime funkciją, pvz.,f(t) = t2. Nubṙežkime rutulįB(f, 1)
(paveiksl̇elis dešiṅeje).

Metrinės erdv̇es X taškoa rutuline aplinkavadinsime bet kokio spindulio
atvirąjį rutulį su centru taškea; taškoa aplinkavadinsime bet kokį aiḃesX po-
aibį A, uždengiantį bent vieną taškoa rutulinę aplinką, t.y. jei egzistuoja toks
r, kadB(a, r) ⊂ A. AibėsX poaibį A vadinsimeatviruoju metriṅeje erdv̇eje
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X, jei kiekvienam aiḃesA taškuia egzistuoja tokia rutuliṅe aplinkaB(a, r), kad
B(a, r) ⊂ A, t.y. jei aiḃe A yra kiekvieno savo taško aplinka. AibėsX poaibį
A vadinsimeuždaruoju, jei X\A yra atviroji aiḃe metriṅeje erdv̇ejeX. Tuš̌cioji
aibė∅ ir visa metriṅe erdv̇eX yra ir atvirosios, ir uždarosios aibės.

Metrinės erdv̇es aiḃeA vadinamaaprėžta, jei ji yra kokio nors rutulio poaibis.
Pvz. Nagriṅekime aibęE tolydžių funkcijų apibṙežtų intervale[0, 1] ir tenki-

naňcių nelygybęA 6 f(x) 6 B (čiaA < B – duoti skaǐciai). Tuomet aiḃeE yra
uždara erdv̇ejeC([0, 1]).

Sprendimas. Šio pavyzdžio sprendimą pateiksime kitame skyrelyje.
Pvz. Nagriṅekime aibęE tolydžių funkcijų apibṙežtų intervale[0, 1] ir tenki-

naňcių nelygybęA < f(x) < B (čiaA < B – duoti skaǐciai). Tuomet aiḃeE yra
atvira erdv̇ejeC([0, 1]).

Sprendimas. Tarkimeϕ ∈ E. TadaA < ϕ(x) < B visiemsx ∈ [0, 1].
Pažyṁekimemax06x61 ϕ(x) = β ir min06x61 ϕ(x) = α. Aišku, kadβ 6= B,
nesmax06x61 ϕ(x) įgyjamas tam tikrame taškex0 ∈ [0, 1], t.y. ϕ(x0) = β.
Bet ϕ(x0) < B. Todėl β < B. Analogiškai,α > A. Pažyṁekimeε = min(α −
A, B−β). Tada visos funkcijos tenkinančios nelygybęϕ(x)−ε < g(x) < ϕ(x)+ε
priklauso aibeiE. Iš kitos puṡes, visos tokios funkcijosg sudaro funkcijosϕ(x)
ε-aplinką. Taip yra toḋel, nes tik tokios funkcijos tenkina nelygybęρ(ϕ, g) < ε.
Vadinasi, kartu su funkcijag(x) aibeiE priklauso tam tikra funkcijosϕ aplinka.
Todėl E yra atvira aiḃe erdv̇ejeC([0, 1]).

Teorema 14.1Metrinėje erdvėje bet kokia skaiti atvirųjų aibių sąjunga ir baigti-
nio skaičiaus atvirųjų aibių sankirta yra atviroji aiḃe.

Įrodymas.
1. Sakykime, kadA = ∪nAn. Jeix ∈ A, tai x priklauso kokiai nors aibei

An, o kadangiAn – atviroji aiḃe, tai ji yra taškox aplinka. Be to,An ⊂ A.
Taigi egzistuoja tokia kiekvieno aibėsA taškox aplinka, kadAn ⊂ A, todėl pagal
atvirosios aiḃes apibrežimą aiḃeA yra atvira.

2. Tegu{A1, . . . , An} – baigtiṅe atvirų aibių sistema irA = ∩n
k=1Ak. Jei

x ∈ A, tai x ∈ Ak, ∀k = 1, . . . , n. Kadangi aiḃesAk yra atvirosios, tai egzistuoja
tokios taškox rutulinės aplinkosVk, kadVk ⊂ Ak, k = 1, . . . , n. Pažymekimeεk

taškox rutulinės aplinkosVk spindulį, t.y.Vk = B(x, εk). Tada aibeV = ∩n
k=1Vk

yra taškox rutulinė aplinka (baigtinio skaičiaus rutulių su bendru centru sankirta
yra lygi vienam iš tų rutulių, b ūtent tam, kurio spindulys mažiausias). Be toV ⊂
Vk ⊂ Ak visiemsk = 1, . . . , n. Todėl V ⊂ A. Taigi egzistuoja tokia bet kokio
x ∈ A rutulinė aplinkaV , kadV ⊂ A. Todėl pagal apibrežimą aibėA yra atvira.

Pvz.
⋂∞

n=1(1− 1
n

, 2 + 1
n
) = [1, 2].
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Išvada 14.1 Metrinėje erdvėje bet kokia skaiti uždarųjų aibių sankirta ir baigti-
nio skaičiaus uždarųjų aibių sąjunga yra uždaroji aibė.

Užduotys

1. Sakykime,F (x) yra fiksuota tolydi funkcija apibṙežta intervale[0, 1]. Įro-
dykite, kad aiḃe visų tolydžių funkcijų, apibṙežtų intervale[0, 1] ir tenkinaňcių
nelygybęf(x) 6 F (x) yra uždara erdv̇ejeC([0, 1]).

2. Patikrinkite, ar erdv̇eseC([0, 1]), Lp(0, 1), p > 0, apṙežtos šios aiḃes:
a)M1 = {tn, n ∈ N};
b) M2 = {nt, n ∈ N};
c) M3 = {et+α, 0 6 α <∞};
d) M4 = {1− αt2, 0 6 α 6 A};
e)M5 = { 1

1+αt
, 0 6 α 6∞}.

3. Patikrinkite, ar erdv̇esec, ℓp, p > 0, apṙežtos šios aiḃes:
a)M1 = {(1, 2, . . . , n, 0, . . .), n ∈ N};
b) M2 = {(1, 1, . . . , 1

︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . .), n ∈ N};

c) M3 = {(0, . . . , 0, 1
︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . .), n ∈ N};

d) M4 =
{(

1, 1
2
, . . . , 1

n
, 0, . . .

)
, n ∈ N

}
;

e)M5 =
{(

1
n+1

, 1
n+2

, . . . , 1
n+m

, . . .
)
, n ∈ N

}
.

Čia c – visų konverguojaňcių skaitinių sekųx = (x1, x2, . . .) aibė su metrika
ρ(x, y) = supn |xn − yn| ; ℓp, p > 0, – aiḃe visų skaitinių sekųx = (x1, x2, . . .),
kurioms konverguoja eilutė

∑∞
k=1 |xk|p, su metrika

ρ(x, y) =

( ∞∑

k=1

|xk−yk|p
)1/p

, p > 1, ρ(x, y) =
∞∑

k=1

|xk−yk|p, 0 < p < 1.

3. Skaǐcius supx,y∈M ρ(x, y) vadinamas aiḃesM ⊂ (X, ρ) diametru ir žymi-
masdiam M . Raskite šių erdv̇esR2 aibių diametrus:

a)M1 = {(x, y) ∈ R2 : x2

a2 + y2

b2
6 1, a, b > 0};

b) M2 = {(x, y) ∈ R2 : a|x|+ b|y| 6 1, a, b > 0};
c) M3 = {(x, y) ∈ R2 : max(|x|, a|y|) 6 1, a > 0};
d) M4 = {(x, y) ∈ R2 : ax2 6 y 6 b, a, b > 0}.
4. Raskite šių erdv̇esC([0, 1]) aibių diametrus:
a)M1 = {arctg(t− α), α ∈ R};
b) M2 = {tn, n ∈ N}.
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15 Sekos riba

Apibr ėžimas 15.1Sakykime, kad(xn) yra metrinės erdvėsX seka. Sakysime,
kad ši seka konverguoja į taškąx, jei kiekvienai rutulinei taškox aplinkaiB(x, ε)
priklauso visi taškaixn, pradedant tam tikru numeriuNε. Rašysimexn → x arba
limn xn = x.

Šį apibṙežimą galima suformuluoti ir kitaip.

Apibr ėžimas 15.2Metrinės erdvėsX taškų seka(xn) konverguoja į taškąx ∈
X, jei limn→∞ρ(xn, x) = 0. Tašką,x = limn xn vadinsime sekos(xn) riba. Seką
(xn) vadinsime konverguojančia, jei ji konverguoja į kokį nors erdvėsX tašką.

Iš apibrežimo seka, kad jeixn konverguoja į taškąx, tai ir bet koks jos posekis
konverguoja į tą patį tašką.

Teorema 15.1Metrinės erdvės seka(xn) gali konverguoti ne daugiau kaip į vieną
ribą.

Įrodymas. Tarkime,xn → x ir xn → y. Tuomet bet kokiamε > 0

ρ(x, y) 6 ρ(xn, x) + ρ(xn, y) < ε,

kai n yra pakankamai didelis. Kadangix ir y yra fiksuoti taškai, oε > 0 bet koks,
tai ši nelygyḃe galima tik tuo atveju, jeiρ(x, y) = 0, t.y. kaix = y.

Teorema 15.2Metrinės erdvės(X, ρ) aibėA yra uždara tada ir tik tada, jei kiek-
viena taškų(xn) seka išA, t.y. (xn) ⊂ A, konverguojanti erdvėjeX turi ribą kuri
priklausoA.

Įrodymas. B ūtinumas. Tarkime, kadA yra uždara. Reikia įrodyti, kadA =
[A]. Akivaizdu, kadA ⊂ [A]. Tarkime, kad egzistuoja toks taškasx0 ∈ [A], kuris
nepriklausoA. Vadinasi,x0 ∈ X\A, t.y. x0 priklauso atvirai aibeiX\A. O tai
reiškia, kadx0 ∈ X\A su kažkokia rutuline aplinkaB(x0, r). Šioje rutuliṅeje
aplinkojeB(x0, r) nėra alḃesA taškų. Bet tai prieštarauja, kadx0 ∈ [A].

Pakankamumas. Tarkime, kad bet kokiai(xn) ⊂ A konverguojaňciai į x ∈
X taškasx priklauso irA. TadaA yra uždara, nes iš uždarinio[A] apibṙežimo
seka, kadA = [A]. O [A] yra uždara aiḃe.

Pvz. Nagriṅekime aibęE tolydžių funkcijų apibṙežtų intervale[0, 1] ir tenki-
naňcių nelygybęA 6 f(x) 6 B (čiaA < B – duoti skaǐciai). Tuomet aiḃeE yra
uždara erdv̇ejeC([0, 1]).

Sprendimas. Sakykime,ϕ(x) yra aiḃesE ribinis elementas. Tuomet galėsime
surasti aiḃesE elementų seką{fn(x)}, kuri konverguoja įϕ(x), t.y. sup06x61 |fn(x)−
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ϕ(x)| → 0, kai n→∞. Taigi turime funkcijų seką{fn(x)}, kuri tolygiai konver-
guoja įϕ(x). Kadangi kiekvienamx ∈ [0, 1], A 6 fn(x) 6 B, tai ir ribai teisinga
nelygyḃeA 6 limn fn(x) 6 B, t.y. A 6 ϕ(x) 6 B.

Užduotys

1. Kuriose iš erdviųC([0, 1]), Lp(0, 1), p > 0, konverguoja šios sekos:

a)xn(t) =

{

nt, kai 0 6 t 6 1/n,

1, kai 1/n 6 t 6 1;

b) xn(t) = tn;
c) xn(t) = tn − t2n;
d) xn(t) = nt

1+n2t2
.

2. Ar erdv̇ejeℓp, p > 1, konverguoja sekos:

a)x(n) =
{ 1

nα
,

1

nα
, · · · , 1

nα
︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . .
}

;

b) x(n) =
{

1
1+n

, 1
2+n

, · · · , 1
m+n

, . . .
}

16 Pilnosios metriṅes erdv̇es

Apibr ėžimas 16.1Metrinės erdvės elementų seka(xn) vadinama fundamentalią-
ja arba Koši seka, jei kiekvienamε > 0 egzistuoja toksN ∈ N, kadρ (xm, xn) <
ε, jei m, n > N .

Metrinė erdv̇e vadinamapilnąja metrine erdve, jei kiekviena jos elementų fun-
damentalioji seka konverguoja į kokį nors tos erdvės elementą.

Kiekviena konverguojanti seka yra fundamentalioji. Imkime ε > 0. Kadangi
limn→∞ ρ(xn, x) = 0, tai egzistuoja toksN ∈ N, kadρ(xn, x) < ε

2
, kai n > N.

Sakykime, kadn, m > N . Tada

ρ(xn, xm) 6 ρ(xm, x) + ρ(x, xn) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Pilnų erdvių pvz.:
1) R yra pilna erdv̇e. Tai žinome iš matematinės analiżes kurso. (Koši kriteri-

jus: Seka(xn) konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra fundamentalioji.)
2) Erdv̇esRn pilnumas seka išR1 pilnumo. Tarkime,(x(p)) yra fundamenta-

lioji Rn taškų seka, t.y. kiekvienamε > 0 egzistuoja toksN = Nε, kad

n∑

k=1

(
x

(p)
k − x

(q)
k

)2
< ε2
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visiemsp, q > N . Čiax(p) = (x
(p)
1 , . . . , x

(p)
n ). Tuomet kiekvienamk = 1, 2, . . . , n

gauname|x(p)
k −x

(q)
k | < ε, ∀p, q > N , t.y. (x

(p)
k ) yra fundamentalioji skaičių seka.

Pažyṁekime
xk = lim

p→∞
x

(p)
k , x = (x1, . . . , xn).

Tuometlimp→∞ x(p) = x
3) Metrinė erdv̇e(C([a, b]), ρ) – pilna.Čia atstumasρ(x, y) = supa6t6b |x(t)−

y(t)|. Tarkime,(xn(t)) yra kokia nors fundamentalioji seka erdvėjeC([a, b]). Tai
reiškia, kad kiekvienamε > 0 egzistuoja toksN , kad

∣
∣xn(t)− xm(t)| < ε, (5)

kai n, m > N visiemst, a 6 t 6 b. Vadinasi, seka(xn(t)) tolygiai konverguoja.
Priminsime ką tai reiškia.

Teorema 16.1 (Koši kriterijus)Funkcijų seka{fn(x)} aibėjeX konverguoja to-
lygiai į kokią nors ribinę funkciją tada ir tik tada, kaikiekvienąε > 0 atitinka
toks numerisN(ε), kad visix iš aibėsX tenkina nelygybę

∣
∣fn+m(x)− fn(x)| < ε,

kai n > N(ε), o m – bet kuris nat ūralusis skaičius(m ∈ N).

Vėl pasinaudokime matematine analize. Kadangi seka{xn(t)} tolygiai konver-
guoja ir funkcijosxn(t) yra tolydžios, tai ribiṅe funkcijax(t) bus tolydi. Pereiki-
me prie ribos nelygyḃeje (5), kaim→∞. Tuomet

∣
∣xn(t)− x(t)| 6 ε, ∀t ir ∀n > N.

O tai ir reiškia, kad{xn(t)} konverguoja įx(t) metrikosρ atžvilgiu. �

Dabar pateiksime kelis pvz.erdvių, kurios nėra pilnos.
1) Nagriṅekime racionaliųjų skaičių aibęQ su atstumuρ(r1, r2) = |r1 − r2|.

Erdvė(Q, ρ) yra metriṅe. Paimkime sekąxn = (1+ 1
n
)n. Ši seka yra fundamentali,

nes ji konverguoja įe, bet jos riba nepriklausoQ.
2) Nagriṅekime erdvęC1([0, 1]), t.y. C([0, 1]) su metrika

ρ(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx.

Nagriṅejamą metriką galima interpretuoti kaip plotą tarp kreivių f ir g.
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Parodysime, kad ji nepilna. Konstruojame seką

fn(x) =







−1, kai 0 6 x 6 1
2
− 1

n
,

nx− n
2
, kai 1

2
− 1

n
< x 6 1

2
+ 1

n
,

1, kai 1
2

+ 1
n

< x 6 1 ,

n > 3.

Ši seka fundamentali, nes kaim > n

ρ(fn, fm) =

∫ 1

0

|fn(x)− fm(x)| dx =

∫ 1/2−1/n

0

|fn(x)− fm(x)| dx

+

∫ 1/2+1/n

1/2−1/n

|fn(x)− fm(x)| dx +

∫ 1

1/2+1/n

|fn(x)− fm(x)| dx

=

∫ 1/2+1/n

1/2−1/n

|fn(x)− fm(x)| dx 6 2 · 2
n

=
4

n
.

Vadinasi,ρ(fn, fm) < ε, kai n > [4
ε
] = N(ε).

Nesunku pasteḃeti, kad kiekviename taškex ∈ [0, 1]

fn(x) −→ ĝ(x) =







−1, kai x ∈ [0, 1
2
) ,

0, kai x = 1
2
,

1, kai x ∈ (1
2
, 1],

t.y. funkcijosfn konverguoja pataškiui į tr ūkią funkciją.
Funkcijaĝ(x) beveik visur lygi funkcijai

g(x) =

{

−1, kai x ∈ [0, 1
2
) ,

1, kai x ∈ [1
2
, 1].
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Funkcijag(x) yra beveik visur tolydi ir
∫ 1

0

|g(x)− ĝ(x)| dx = 0,

t.y. ρ(g, ĝ) = 0. Todėl pakanka nagriṅeti atstumąρ(fn, g). Aišku, kad

ρ(fn, g) =

∫ 1/2

1/2−1/n

|fn(x)− g(x)| dx +

∫ 1/2+1/n

1/2

|fn(x)− g(x)| dx

= 2

∫ 1/2+1/n

1/2

|fn(x)− g(x)| dx = 2

∫ 1/2+1/n

1/2

(

1− nx +
n

2

)

dx

= 2
(

x− n
x2

2
+

n

2
x
)∣
∣
∣

1/2+1/n

1/2
=

1

n
→ 0, kai n→∞.

Gavome, kad erdv̇ejeC1([0, 1]) fundamentalioji funkcijų seka{fn} konverguoja į
tr ūkią funkciją̂g(x). Todėl erdv̇eC1([0, 1]) nėra pilna.

3) Erdv̇eC2([0, 1]), t.y. C([0, 1]) su metrika

ρ(f, g) =

{∫ 1

0

|f(x)− g(x)|2dx

}1/2

irgi nėra pilna.

Teorema 16.2Metrinė erdvėX bus pilna tada ir tik tada, kai joje bet kuri įdėtų
vienas į kitą uždarų rutulių seka, kurių spinduliai artėja į nulį, turi netuščią san-
kirtą.

Ši teorema apibendrina įdėtų vienas į kitą intervalų lemą, kuri formuluojama
matematiṅeje analiżeje.

Teorema 16.3Pilnos metrinės erdvės(X, ρ) poerdvis(Y, ρ) yra pilna erdvė tada
ir tik tada, jei Y yra uždara aibė.

Pvz. AibėX = {x ∈ R : 0 < x < 1} ⊂ R su metrikad(x, y) = |x− y| nėra
pilna erdv̇e, bet{x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} jau pilna erdv̇e.

17 Tolyd ūs metrinių erdvių atvaizdžiai

Apibr ėžimas 17.1Tarkime,(X, ρ) ir (Y, d) yra dvi metrinės erdvės, of – atvaiz-
dis išX į Y , t.y. f : X → Y. Atvaizdįf vadinsimetolydžiu taške x0 ∈ X, jei
kiekvienamε > 0 egzistuoja toksδ(ε, x0) > 0, kad

d
(
f(x), f(x0)

)
< ε

visiemsx ∈ B(x0, δ) = {x ∈ X : ρ(x, x0) < δ}. Atvaizdisf : X → Y
vadinamastolydžiuoju , jei jis yra tolydus kiekviename erdvėsX taške.
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Apibr ėžimas 17.2Sakoma, kad atvaizdisf : (X, ρ) → (Y, d) tenkina Lipšico
sąlygą su konstantaL, jei su bet kokiaisx, y ∈ X teisinga nelygybė

d
(
f(x), f(y)

)
6 Lρ(x, y).

Akivaizdu, kad jei atvaizdis tenkina Lipšico sąlygą, taijis yra tolydus. Tikrai.
Imkime bet kokįε > 0 ir pažyṁekimeδ = ε/L. Tuomet, kaiρ(x, y) < δ, tai
d(f(x), f(y)) 6 Lρ(x, y) < ε.

1 pvz. Atvaizdisf(x) =
∫ 1

0
x(t) sin t dt iš erdv̇esC([0, 1]) į R, t.y. f : C([0, 1])→

R, yra Lipšico.
Sprendimas.

|f(x)− f(y)| =

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

(
x(t)− y(t)

)
sin t dt

∣
∣
∣
∣
6

∫ 1

0

∣
∣x(t)− y(t)

∣
∣ dt

6 max
06t61

|x(t)− y(t)|
∫ 1

0

dt = max
06t61

|x(t)− y(t)|.

2 pvz. Atvaizdisf : C([0, 1])→ C([0, 1]), apibṙežtas lygybe(fx)(t) = x(0) ·
t2, yra Lipšico.

Sprendimas. Pasiaiškinkime, kaip suprasti užrašą(fx)(t). Kiekvienai funkci-
jai (aibėsC([0, 1]) elementui)x ∈ C([0, 1]) priskiriama kita funkcijafx, kurios
reišṁe tašket apibṙežiama lygybex(0) · t2. Taigi

ρ
(
fx, fy

)
= max

06t61
|x(0) · t2 − y(0) · t2| = |x(0)− y(0)| 6 max

06t61
|x(t)− y(t)| .

Užduotys

Ar atvaizdžiaif yra tolyd ūs:
a)f : C([0, 1])→ R apibṙežtas lygybef(x) = x(0)− 2x(1

2
) + 4x(1);

b) f : C([0, 1])→ R apibṙežtas lygybef(x) =
∫ 1

0
t−1/3x(t) dt;

c) f : C([0, 1])→ C([0, 1]) apibṙežtas lygybe(fx)(t) =
∫ 1

0
sin(t−s)x(s) ds;

d) f : C([0, 1])→ C([0, 1]) apibṙežtas lygybe(fx)(t) = x(0) · t2;
e)f : C([0, 1])→ C([0, 1]) apibṙežtas lygybe(fx)(t) = x2(t)?

18 Erdvės pildinys

Jei erdv̇e (X, ρ) nėra pilna, tai ją visada galima tam tikru b ūdu įjungti į pilną
erdvę.
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Apibr ėžimas 18.1Tarkime,(X, ρ) ir (Y, d) yra dvi metrinės erdvės. Abipusiškai
vienareikšmis atvaizdis (bijekcija)f : X → Y vadinamasizometrija , jei ρ(x, y) =
d(f(x), f(y)) visiemsx, y ∈ X. Erdvės(X, ρ) ir (Y, d), tarp kurių galima su-
konstruoti izometrinį atvaizdį, vadinamosizometrinėmis.

Erdvių(X, ρ) ir (Y, d) izometrija reiškia, kad metriniai ryšiai tarp jų element ˛u
yra tie patys. Gali skirtis tik elementų kilṁe (prigimtis), o tai metrinių erdvių
poži ūriu yra neesminga. Ateityje izometrines erdves tapatinsime.

Aibė, gauta prijungus prieA visus jos ribinius taškus, vadinama aibėsA užda-
riniu ir žymima[A].

Apibr ėžimas 18.2AibėA ⊂ (X, ρ) yra visur tiršta erdvėjeX, jei jos uždarinys
[A] sutampa su visa erdveX.

Apibr ėžimas 18.3Tarkime,(X, ρ) yra metrinė erdvė. Pilna metrinė erdvė(X∗, ρ∗)
vadinama erdvės(X, ρ) pildiniu , jei ∃ erdvės(X∗, ρ∗) poerdvis(Y, ρ∗), kuris yra
visur tirštas(X∗, ρ∗) ir kuris yra izometrinis(X, ρ).

Teorema 18.1Kiekvieną metrinę erdvę galima papildyti iki pilnosios. Visi jos
pildiniai yra izometriški.

1 pvz. Aibė visų realiųjų skaǐcių yra racionaliųjų skaičių pildinys, nes racio-
naliųjų skaǐcių aiḃe yra visur tiršta erdv̇ejeR.

2 pvz. Tarkime,C0([0, 1]) – erdv̇e daugianarių, apibrėžtų intervale [0,1] su
metrikaρ (p, q) = max

06 t6 1
|p (t) − q (t) |, p, q ∈ C0 ([0, 1]). Erdvė C0 ([0, 1]) yra

nepilna, bet ji visur tirštaC ([0, 1]). Dabar tuo įsitikinsime.
Iš Vejerštraso teoremos turime, kad bet kokiai funkcijaix(t) ∈ C([0, 1]) eg-

zistuoja daugianarisp(t) toks, kadsupt |x(t) − p(t)| < ε, t.y. ρ(x, p) < ε, čia
ε > 0 – duotas skaičius. O tai ir reik̇ejo įrodyti.

Todėl erdv̇esC0 ([0, 1]) pildinys yra izometriškas erdveiC ([0, 1]).
3 pvz. ErdvėsCp ([0, 1]), t.y. erdv̇e tolydžių funkcijų su metrikaρ (x, y) =

(
1∫

0

|x (t)− y (t)|p dt

) 1

p

, pildinys yra erdv̇e, izometriṅeLp ([0, 1]).

19 Sutraukiantysis atvaizdis

Tarkime,(X, ρ) yra metriṅe erdv̇e.

Apibr ėžimas 19.1AtvaizdisA : X → X vadinamas sutraukiančiuoju, jei∃
teigiamas skaičiusα < 1 toks, kadρ (Ax, Ay) ≤ αρ (x, y) visiemsx, y ∈ X.
Taškas x, su kuriuoAx = x, vadinamas atvaizdžio A nejudamuoju tašku.
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Teorema 19.1 (Banacho teorema)Bet koks sutraukiantysis atvaizdis, apibrėžtas
pilnoje metrinėje erdvėje X, turi vieną ir tik vieną nejudamąjį tašką.

Įrodymas. Fiksuokime bet kurį elementąx0 ∈ X ir apibṙežkimex1 = Ax0, x2 =
Ax1 = A2x0 ir t.t., t.y. apibṙežkimexn = Axn−1 = Anx0.

Įrodysime, kad(xn) yra Koši seka. Remiantis šios sekos narių apibrėžimais ir
tardami, kadm ≥ n, turime:

ρ (xn, xm) = ρ (Anx0, A
mx0) 6 αnρ (x0, xm−n)

6 αn {ρ (x0, x1) + ρ (x1, x2) + ... + ρ (xm−n−1, xm−n)}
6 αnρ (x0, x1)

{
1 + α + α2 + ... + αm−n−1

}
6 αnρ (x0, x1)

1

1− α
.

Kadangiα < 1, tai imdami n pakankamai didelį gausime, kad dešinė puṡe gali
b ūti kiek norima maža. Iš̌cia seka, kad(xn) yra Koši seka. Kadangi erdvė X yra
pilna, tai∃ toks elementasx ∈ X, kad lim

n→∞
xn = x.

Įrodysime, kadAx = x. Iš tikrųjų,

ρ (x, Ax) 6 ρ (x, xn) + ρ (xn, Ax) = ρ (x, xn) + ρ (Axn−1, Ax)

6 ρ (x, xn) + αρ (xn−1, x) .

Tačiau bet kokiamε > 0 ir pakankamai dideliems n turime, kadρ (x, xn) <
ε
2

ir αρ (x, xn−1) < ε
2
. Vadinasi,ρ (x, Ax) < ε. Kadangiε > 0 yra laisvai

pasirinktas, taiρ (x, Ax) = 0, t.y. Ax = x.
Lieka įrodyti, kad nejudamas taškas yra vienintelis. Jei∃ dar vienas taškas

y ∈ X, su kuriuoAy = y, tai ρ (x, y) = ρ (Ax, Ay) 6 αρ (x, y).
Kadangiα < 1, tai ši nelygyḃe teisinga vieninteliu atveju, kaiρ (x, y) = 0.

Vadinasi,x = y.

20 Sutraukiančio atvaizdžio taikymas. Koši uždavi-
nys

Nagriṅekime diferencialinę lygtį

dy

dx
= f (x, y) (6)

su pradine sąlygay (x0) = y0.
Tarkime, kadf apibṙežta ir tolydi tam tikroje srityjeG, kuriai priklauso taškas

(x0, y0), ir šioje srityje tenkina Lipšico sąlygą kintamojoy atžvilgiu, t.y.
∣
∣f (x, y1)− f (x, y2)

∣
∣ 6 L|y1 − y2|.
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Įrodysime, kad tam tikrame intervale|x − x0| 6 a egzistuoja ir tik vienas (6)
lygties su pradine sąlygay(x0) = y0 sprendinysy = ϕ(x).

(6) lygtis su pradine sąlygay(x0) = y0 yra ekvivalenti integralinei lyǧciai

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, ϕ(t)

)
dt. (7)

Kadangi funkcijaf yra tolydi, tai|f(x, y)| 6 K tam tikroje srityjeG′ ⊂ G kuriai
priklauso(x0, y0) ∈ G′. Parinkimea > 0 taip, kad b ūtų patenkintos sąlygos:

1) (x, y) ∈ G′, jei |x− x0| 6 a, |y − y0| 6 Ka;
2) L · a < 1.
Pažyṁekime raideC∗ erdvę tolydžių funkcijųϕ, apibṙežtų intervale|x−x0| 6

a ir tokių, kad |ϕ(x) − y0| 6 Ka. Atstumą erdv̇eje C∗ apibṙežkime lygybe
ρ(ϕ1, ϕ2) = maxx0−a6x6x0+a |ϕ1(x) − ϕ2(x)|. Tuomet(C∗, ρ) yra pilna met-
rinė erdv̇e, nes ji yra uždaras pilnos metrinės erdv̇es poaibis, t.y.C∗ ⊂ C([x0 −
a, x0 + a]). (C∗ uždarumas seka iš pvz., kuris buvo išnagrinėtas 15 skyrelyje.)

Nagriṅekime atvaizdįAϕ, apibṙežtą formule

Aϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f (t, ϕ(t)) dt,

čia |x − x0| 6 a. Šis atvaizdis pilną erdvęC∗ atvaizduoja į ją pǎcią ir yra su-
traukiantysis. Tai dabar ir patikrinsime. Tarkime, kadϕ ∈ C∗, |x − x0| 6 a.
Tada

|Aϕ(x)− y0| =
∣
∣
∣
∣

∫ x

x0

f
(
t, ϕ(t)

)
dt

∣
∣
∣
∣
6 Ka.

Vadinasi,A(C∗) ⊂ C∗. Be to,

|Aϕ1(x)−Aϕ2(x)| 6

∫ x

x0

|f (t, ϕ1(t))− f (t, ϕ2(t))| dt

6 L · a max
x0−a6x6x0+a

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| .

Taigi
ρ
(
Aϕ1, Aϕ2

)
6 La · ρ

(
ϕ1, ϕ2

)
.

KadangiLa < 1, tai atvaizdisA yra sutraukiantysis. Vadinasi, lygtisϕ = Aϕ, t.y
(7), turi vienintelį sprendinį erdv̇ejeC∗.

Taigi įrodėme Koši uždavinio egzistavimo ir vienaties teorema.
(6) lygties sprendinį mes galime ieškoti konstruodami artinį y1 = Ay0, y2 =

Ay1, . . . , yn = Ayn−1, . . . Galima parodyti, kad tikrojo sprendinioy (x) ir yn (x)
skirtumas neviršija

|y (x)− yn (x) | 6 K · Ln |x− x0|n+1

(n + 1)!
.
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21 Tiesiṅes erdv̇es

Apibr ėžimas 21.1Netuščia elementųx, y, z, ... aibė L vadinama tiesine arba
vektorine erdve, jei ji tenkina sąlygas:

1. Bet kuriems dviems elementamsx, y ∈ L vienareikšmiškai apibrėžtas trečias
elementasz ∈ L, vadinamas jų suma ir žymimasx + y. Be to:

1) x + y = y + x (komutatyvumas)
2) x + (y + z) = (x + y) + z (asociatyvumas)
3) aibėjeL egzistuoja toks elementas0, kadx + 0 = x visiemsx ∈ L

(nulio egzistavimas)
4) Kiekvienamx ∈ L egzistuoja toks elementas−x, kadx + (−x) = 0

(priešingo elemento egzistavimas)
2. Bet kokiam skaičiuiα ir bet kuriam elementuix ∈ L apibrėžtas elementas

αx ∈ L (elementox sandauga iš skaičiausα)
1) α (βx) = (αβ)x
2) 1 · x = x
3) (α + β)x = αx + βx
4) α (x + y) = αx + αy

Tiesinę erdvę vadinamerealiąja tiesine erdve, jei skaičiai yra real ūs. Jei
skaičiai kompleksiniai, tai erdvė vadinamakompleksine tiesine erdve.

Pvz.:
1. R su įprastiṅemis suḋeties ir daugybos operacijomis yra tiesinė erdv̇e.
2. Rn sumą ir daugybą iš skaičiaus apibṙežiame formul̇emis:

(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

α (x1, x2, ..., xn) = (αx1, αx2, ..., αxn) .

TadaRn bus tiesiṅe erdv̇e. Ji vadinama n-mačia realia aritmetine erdve.
3. Tolydžiosios funkcijos apibrėžtos intervale[a, b] su įprastiṅemis sumos ir

sandaugos iš skaičiaus operacijomis yra tiesinė erdv̇eC ([a, b]).
4. Erdv̇eslp (0 < p <∞) , l∞, Lp (a, b) yra tiesiṅes.

Apibr ėžimas 21.2Tiesinės erdvėsL ir L∗ vadinamos izomorfinėmis, jei tarp jų
elementų galima nustatyti abipus vienareikšmį atvaizdavimą, išlaikantį algebrines
operacijas, t.y. tokį, kad jeix ←→ x∗ ir y ←→ y∗, tai (x + y) ←→ x∗ + y∗ ir
αx←→ αx∗.

Paprastai izomorfinės tiesinės erdvės sutapatinamos, nes jų tiesinės strukt ūros
vienodos.
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Pavyzdys
Tarkime,Pk (T ) , T ⊂ R, - polinomų su realiaisiais koeficientais, kurių laips-

nis neviršijak, aibė. TuometPk (T ) yra tiesiṅe erdv̇e. Erdv̇esRn+1 ir Pn ([a, b])

izomorfiṅes, o formulef (x) =
n∑

k = 0

xk tk, x = (x0, x1, ..., xn) , t ∈ [a, b] aprašytas

atvaizdavimasf : Rn+1 → Pn ([a, b]) yra abipusiškai vienareikšmis.

Apibr ėžimas 21.3Elementaix1, ..., xn ∈ L vadinamitiesiškai priklausomais,
jei egzistuoja tokie skaičiaiλ1, ..., λn, kad

∑n
k = 1 |λk| 6= 0, bet

∑n
k =1 λkxk = 0.

Jei lygybė
∑n

k = 1 λkxk = 0 galima tiktai tada, kaiλ1 = ... = λn = 0, tai
elementaix1, ..., xn vadinamitiesiškai nepriklausomais.

Aibė A ⊂ L vadinamatiesiškai nepriklausoma, jei bet kuris jos elementų
baigtinis rinkinys yra tiesiškai nepriklausomas.

Pavyzdys(tiesinis priklausomumas). Tarkime,λn 6= 0. Tuomet

xn = −
(

λ1

λn

)

x1 −
(

λ2

λn

)

x2 − ...−
(

λn−1

λn

)

xn−1,

arba, jei pažyṁesime− λi

λn
= µi, tai xn = µ1x1 + µ2x2 + ... + µn−1xn−1.

Šiuo atveju sakome, kad elementasxn yra tiesinėelementųx1, ..., xn kombi-
nacija.

Apibr ėžimas 21.4Tarkime,L – tiesinė erdvė. AibėE ⊂ L vadinama tiesine
daugdara, jei aibeiE kartu su elementaisx1, ..., xn priklauso bet kokia jų tiesinė
kombinacijaα1x1, ..., αnxn.

Pasteḃesime, kad tiesinei daugdarai priklauso nulinis elementas0. Iš tikrųjų, ka-
dangiE – netuš̌cia, tai jai priklauso kažkoks elementasx. KadangiE – tiesiṅe
daugdara, tai jai priklauso ir elementas−x = (−1) · x. Todėl jai priklauso ir
x + (−x) = 0.

Tarkime,x1, ..., xn yra tiesiṅes erdv̇esL elementai. Visuma visų galimų sumų
∑n

i= 1 αixi apibṙežia tiesinę daugdarąE0 erdv̇eje L. Iš tikrųjų, jei elementaiyj

turi pavidaląyj =
∑n

i= 1 αj
i xi, j = 1, 2, ..., k, tai bet kokia šių elementų tiesinė

kombinacija tenkina lygybę:α1y1 + · · ·+ αnyn =
∑n

i= 1 βi xi. Vadinasi,E0 yra
tiesiṅe daugdara.

Taip sukonstruota tiesinė daugdaraE0 yra mažiausiatiesiṅe daugdara, kuriai
priklauso elementaix1, ..., xn. (Mažiausia ta prasme, kad bet kuriai kitai tiesinei
daugdaraiE, kuriai priklauso elementaix1, ..., xn, priklauso irE0).

Tarkime,{x1, ..., xn, ...} yra skaiti elementų išL aibė. Mažiausia tiesine daug-
dara, kuriai priklauso šie elementai, yra aibė visų galimų sumų

∑n
i= 1 λi xi, čia ne

tik λi yra bet kokie skaǐciai, bet irn įgyja bet kokias nat ūraliąsias reikšmes.
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Apibr ėžimas 21.5AibėsE ⊂ L tiesiniu apvalkaluspan E vadiname mažiausią
tiesinę daugdarą erdvėjeL, kurios poaibis yra aibėjeE. Taigi,

span E =

{
n∑

i = 1

λi xi : x1, ..., xn ∈ E, λ1, ..., λn ∈ R arbaC, n ∈ N

}

.

Jei tiesiṅes erdv̇esL tiesiṅe daugdaraE apibṙežiama naudojant baigtinį skaičių
elementų, tai ji vadinama baigtiniamate.

Jei E – tiesiṅe daugdara erdvėjeL, tai E – tiesiṅe erdv̇e tų pǎcių kaip ir L,
suḋeties ir daugybos iš skaičiaus operacijų atžvilgiu.

Apibr ėžimas 21.6Tiesinė erdvėL vadinamam-mate(žymimadim L = n), jei
toje erdvėje egzistuojam tiesiškai nepriklausomų elementų ir bet kuriem + 1
elementai yra tiesiškai priklausomi.

Jeidim L = n, tai bet kurisn tiesiškai nepriklausomų elementų rinkinys va-
dinamaserdvėsL baze.

Jei erdv̇eje L egzistuoja be galo daug tiesiškai nepriklausomų element ˛u, tai
sakoma, kadL begaliniamaṫe, arba begaliṅes dimensijos. Žymimadim L =∞.

Pavyzdys
Tarkime, kadL yra kokia nors tiesiṅe erdv̇e ir x yra koks nors jos nenulinis

elementas. Aiḃe elementų{λx}, čia λ ∈ R arbaC, yra vienintel̇e erdv̇e. Ji
vadinama tiese.

Pavyzdys
dim C ([a, b]) = ∞, nes seka(tn) ⊂ C ([a, b]) , n = 0, 1, ..., yra tiesiškai

nepriklausomų elementų aibė.

22 Tiesiniai funkcionalai

Skaitinę funkcijąf , apibṙežtą tam tikroje tiesiṅeje erdv̇ejeL, mes vadinamefunk-
cionalu.

Funkcionaląf vadinameadityviuoju , jei f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈
L.

Funkcionaląf vadinamehomogeniniu, jei f (αx) = αf (x), α – bet koks
skaǐcius.

Adityvujį homogeninį funkcionalą vadinametiesiniu funkcionalu.
Pavyzdžiai:
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1. Rn, a = (a1, ..., an) – bet koksn fiksuotų skaǐcių rinkinys. Tuometf (x) =
n∑

i = 1

ai xi, x ∈ Rn, yra tiesinis funkcionalas erdvėjeRn, nes

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), αx = (αa1, ..., αan),

f(x + y) =

n∑

k=1

ai (xi + yi) =

n∑

k=1

ai xi +

n∑

k=1

ai yi = f(x) + f(y),

f(αx) =

n∑

k=1

ai (αxi) = α

n∑

k=1

ai xi = αf(x).

2. IntegralasF (x) =
∫ b

a
x (t) dt yra tiesinis funkcionalas erdvėjeC ([a, b]).

Tikrinam.

f(x + y) =

∫ b

a

(x + y)(t) dt =

∫ b

a

(
x(t) + y(t)

)
dt =

∫ b

a

x(t) dt +

∫ b

a

y(t) dt

= f(x) + f(y),

f(αx) =

∫ b

a

(αx)(t) dt =

∫ b

a

αx(t) dt = α

∫ b

a

x(t) dt = αf(x).

3. Funkcionalasf(x) = x(1
2
), x ∈ C([0, 1]), yra tiesinis funkcionalas. Tikrinam.

f(x + y) = (x + y)
(1

2

)

= x
(1

2

)

+ y
(1

2

)

= f(x) + f(y),

f(αx) = (αx)
(1

2

)

= α · x
(1

2

)

= αf(x).

4. FunkcionalasF (x) =
∫ 1

0
|x(t)| dt, x ∈ C([0, 1]), nėra tiesinis funkcionalas.

Sprendimas. Imkime dvi tolydžias funkcijasx1(t) = t − 1 ir x1(t) = 1 − t
priklausaňcias erdveiC([0, 1]). Aišku, kadF (x1 + x2) = 0, o

F (x1) =

∫ 1

0

|t− 1| dt =

∫ 1

0

(1− t) dt = 1/2, F (x2) = 1/2.

Todėl F (x1) + F (x2) = 1. Taigi F (x1 + x2) 6= F (x1) + F (x2). Vadinasi, ṅera
lygybėsF (x + y) = F (x) + F (y), ∀x, y ∈ C([0, 1]).

5. Funkcionalasf(x) = max06t61 x(t), x ∈ C([0, 1]), nėra tiesinis funkcio-
nalas.

Užduotys

Ar funkcionalaif : C([0, 1])→ R yra tiesiniai:

1. f(x) =

∫ 1

0

√
t x(t2) dt, 2. f(x) =

∫ 1

0

(1− 2t)x(t) dt,

3. f(x) = x(0)− 2x
(1

2

)

+ 4x(1) ?
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